I. Uvodni pojmy
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1 Matematicka logika

Vyjadfovacimi prostiedky matematiky, s nimiz se setkdvame v ucebnicich i v dalsich matematic-
kych textech, jsou pfedevsim bézny spisovny jazyk, specialni jazyk (terminologie a symbolika) logiky
a matematiky, grafy, diagramy, schémata a tabulky.

Vyznamné pro matematiku je pouzivani symboli (znaki). Uvazovanym objektiim se prifazuje
kromé nazvu objektu také symbol objektu, ktery ho zastupuje v symbolickych zapisech. Symbolem
objektu mtize byt bud

a) konstanta, coz je symbol oznacujici ur¢ity (jediny) objekt z dané mnoziny objekti, nebo
b) promeénnd, coz je symbol, ktery oznacuje kterykoli objekt z dané mnoziny objekt.

Mnozina konstant, které jsou zastupovany proménnou, se nazyva obor promeénné. Prvky oboru
promeénné se nazyvaji hodnoty promeénné.

1.1 Vyrok, logické operatory, vyrokové formule a formy

Vyrokem rozumime kazdé vyjadieni, o kterém ma smysl tvrdit, ze je pravdivé nebo nepravdivé.
Pravdivému vyroku priradime pravdivostni hodnotu 1, nepravdivému vyroku pfifadime pravdivostni
hodnotu 0. Vyroky oznacujeme zpravidla malymi pismeny.

e Negace vyroku p je vyrok p’ (také nonp, —p), ¢teme neplati p nebo neni pravda, Ze plati p.

ez

o Disjunkce vyrokd p a q : piSeme p V q a cteme p nebo ¢. Disjunkce je pravdiva, je-li alespon
jeden z vyroku pravdivy a je nepravdiva, kdyz oba vyroky jsou nepravdivé. Disjunkce tedy
nema vylucovaci smysl.

e Konjunkce vyroki p a q : piSeme p A g a ¢teme p i ¢ nebo p a ¢. Konjunkce je pravdiva prave
tehdy, jsou-li oba vyroky pravdivé.

o Implikace vyroki p a q : piSeme p = ¢ a Cteme jestliZe p, pak g nebo z p plyne q nebo kdyz
p, pak q nebo p je postacujici podminka pro q nebo ¢ je nutnd podminka pro p. Implikace je
nepravdiva praveé v piipad€, ze p je pravdivy vyrok a ¢ je nepravdivy vyrok. Ve vSech jinych
pripadech pravdivostnich hodnot vyrokt p a ¢ je implikace pravdiva.

o FEkvivalence vyrokid p a q : piSeme p < q a Cteme p prave tehdy, kdyZ q nebo p prdve kdyZ q
nebo p je ekvivalentni s ¢ nebo p a q jsou ekvivalentni nebo p je nutnd podminka a postacujici
podminka pro q a naopak. Ekvivalence je pravdiva pravé v piipadech kdy bud oba vyroky p a
q jsou pravdivé nebo oba vyroky p a ¢ jsou nepravdivé. Ve zbylych piipadech pravdivostnich
hodnot vyrokt p a q je ekvivalence nepravdiva.

Uvedené slozené vyroky a negaci vyroku mozno definovat tabulkou pravdivostnich hodnot:

~

Pla|P |pPVag|PNg|P=q|P=Q
1{11] 0 1 1 1 1
1[0/ 0 1 0 0 0
01 1 1 0 1 0
0/0] 1 0 0 1 1

Symboly —, V, A, =, < nazyvame logickymi operdtory. Vyraz sestaveny z vyrokovych promeén-
nych, zavorek a logickych operatort se nazyva viyrokovd formule. Dosazenim vyrokt za vyrokové
proménné dostaneme slozeny vyrok s pravdivostni hodnotou 0 nebo 1.

Rovnice nebo nerovnice obsahuji proménné, takze uz to nejsou vyroky, ale tzv. vyrokové formy
- zna¢ime napft. p(x). Dosazenim prvka jisté mnoziny do vyrokové formy pak opét ziskdme vyroky.



Mnozina D vSech prvka z, pro kterd mé vyrokova forma p(z) smysl (tj. je vyrokem), se nazyva
definiénim oborem vyrokové formy p(z). Mnozina P vSech prvka x z D, pro néz je vyrokova forma
p(z) pravdivy vyrok, se nazyva obor pravdivosti vyrokové formy p(z). Vyjmenovanim (kvantifikaci)
téch x, pro které je vyrokova forma p(x) pravdivy vyrok, ziskdvame tzv. kvantifikované vjroky.

vvvvvv

kdtor a existencni kvantifikdtor:

‘ Nézev kvantifikatoru ‘ Oznaceni ‘ Jazykovy vyznam ‘
obecny kvantifikator v pro kazdé; pro vSechna
existen¢ni kvantifikitor 3 existuje (aspoil jedno); pro aspoii jedno
kvantifikator jednoznac¢né existence 3! existuje pravé jedno; pro pravé jedno

1.2 Logicka vystavba matematiky

V soucasnosti jsou vSechny matematické discipliny zaloZeny na tzv. aziomech (zdkladnich vétach),
coz jsou tvrzeni, ktera se bez diikazu prohlési za pravdiva. Ostatni tvrzeni se pak odvozuji z téchto
axiomt. Kazdd soustava axiomu musi byt bezespornd (tj. nesmi se stat, ze by z axiomu plynula
jak véta V, tak i jeji negace V'), 4plnd (tj. aby bylo v rdmci dané teorie vzdy mozno rozhodnout,
zda néjaké tvrzeni plati nebo neplati) a nezdvisld (tj. aby zadny z axiomi nebylo mozno odvodit z
ostatnich axiom).

Dalsi matematické pojmy se zavadéji pomoci definic. Definice stanovi nazev zavadéného pojmu
a vymezi podstatné vlastnosti pojmu pomoci diive definovanych nebo primitivnich pojmi.

Vysledky formuluje matematicka teorie ve vétach. Matematickd véta (poucka, teorém) je pravdivy
matematicky vyrok, ktery se d4 odvodit pomoci logiky na zakladé axiomi, definic a d¥ive dokazanych
vét. Véty, které obsahuji navod k provedeni vypoctu nebo konstrukce, se ¢asto nazyvaji pravidla.
Pro pomocné véty se v matematické literatute pouziva nazev lemma.

Vétsina matematickych vét méa tvar
e obecného vyroku Vo € D : V(z), tzv. obecné véty
e existen¢niho vyroku 3z € D : V(x), tzv. existencni véty

kde V(z) je vyrokova forma.

Obecna véta ve tvaru implikace:
Vz € D: A(z) = B(x)

Vyrokova forma A(x) se nazyva predpoklad véty, vyrokova forma B(x) se nazyva zdvér nebo tvrzeni
véty. Platnost predpokladu A(z) je tzv. postacujici podminka pro platnost tvrzeni B(x); platnost
zavéru B(z) se nazyva nutnou podminkou pro platnost predpokladu A(z).

Obecné véta ve tvaru ekvivalence:

Vr € D: A(z) & B(x)

Vyrokové formy A(z) a B(z) se nazyvaji navzdjem ekvivalentni. Platnost A(x) je zaroven nutnou i
postacujici podminkou pro platnost B(x) a naopak.

Matematické veéty se musi dokazovat, tj. ovéruje se, ze dané vyroky neboli matematické véty
plati!!

1.2.1 Zakladni metody dukazii matematickych vét
o Primé dikazy
Pfimy diikaz matematického vyroku (tj. véty, tvrzeni) spoc¢iva v tom, Ze z axiomu a jiz dfive
dokazanych vét ziskame tvrzeni po koneéném poctu korektnich tsudkt. Pfimé dikazy se v
nékterych specidlnich pfipadech nazyvaji konstrukce (konstruktivni dikazy).



o Neprimé dukazy implikaci A = B
Neprimy dtkaz vychazi z predpokladu, Ze tvrzeni B je nepravdivé, a odvodi odtud, ze je
nespravny i predpoklad A, o nemz ale vime, ze je pravdivy. Je tedy proveden p¥imy dikaz
implikace =B = —A (pfesnéji -B = (-A A A)). Nepfimy dikaz kon¢i prakticky odkazem na
spor, kdyz z popreného tvrzeni ziskdme evidentné nepravdivy vyrok. Dikazy, které vedou ke
sporu, se ¢asto nazyvaji dukazy sporem.

o Protipriklady
Obecny i existenéni vyroky lze vyvratit nebo potvdit (podle typu tvrzeni) jiz jednim jedinym
konkrétnim piikladem, tzv. protiprikladem.

e Matematickd (uplnd) indukce
Uziva se k dokazovani vyrokt obsahujicich spojeni pro vsechna prirozend cisla. Tyto vyroky
je potiebné ovérit krok za krokem, od jednoho pfirozeného cisla k néasledujicimu. Pravdivost
vyroku se dédi od disla k ¢islu a z dil¢i pokracovatelnosti lze usoudit, ze vyrok je platny v
celku.

Véta 1 (Opravnéni matematické indukce) Necht vgrokovd funkce A(n) je definovdna pro
viechna prirozend ¢isla n a necht

a) A(1) je pravdivy vyrok a
b) pro kazdé n € N z platnosti vijroku A(n) plyne také platnost vyroku A(n + 1).

Potom plati vijrok A(n) pro vSechna ptirozend cisla.

Prakticky postup: dokdzeme vyrok A(1), pfedpokladame, ze plati vyrok A(n) a dokdzeme (za
vyuziti platnosti A(1) a A(n)), ze plati i vyrok A(n + 1).

1.2.2 Negace vyroku

P1i negovani vyrokovych forem se méni kvantifikatory z existenéniho na obecny a z obecného na
existenc¢ni a vSechny obsazené vyroky se nahradi svymi negacemi.
Priklad: Zapiste negace nasledujicich vyrokt a rozhodnéte, ktery z nich je pravdivy a ktery neprav-
divy.

a) Va,b € R : a® + b > 0 je nepravdivy a jeho negace je Ja,b € R : a? + b? < 0 a je pravdiva

b) 3z € R : cosx = \/1 —sin?z je pravdivy a jeho negace je ¥z € R : cosz = /1 —sin’z a je
nepravdiva
Priklad: Zapiste negaci vyroku Vx e RIne N: (n <z An+1> x)

Negace je Ir e RVvn e N: (n >z Vn+1<ux)

2  Mnoziny

Mnozinou rozumime soubor (souhrn, skupinu) jakychkoli objekt, jenz je chdpan jako jeden celek.
Mnozina je urcend, jestlize o libovolném objektu miizeme rozhodnout, zda do této mnoziny patii
nebo nepatii. Kazdy z objektil, ktery patii do mnoziny, se nazyva prvek mnoziny.

K oznacovani mnozin pouzivame zpravidla velkd pismena latinské abecedy A, B, M apod. a k
oznacovani jejich prvki mald pismena a, b,  apod. Jestlize prvek a patti do mnoZiny ( je prvkem
mnoziny) M, piSeme a € M. Nepatri-li prvek b do mnoziny (neboli neni prvkem mnoziny) M, piSeme
be M.

Jestlize mnozina obsahuje alespoii jeden prvek nazyva se neprdzdnd mnoZina. Prazdnou mnoZinou
rozumime mnozinu, kterd neobsahuje zadny prvek a znacime ji (.

Mnozinu nejcastéji zadavame dvéma zptlisoby:

e vyctem prvki, tj. vyjmenovanim vSech prvki (1ze jen u koneénych mnozin). Zapis vypadé napi.
takto: A = {ay,aq,...,a,}, kde n je konecné ¢islo.



e charakteristickou vlastnosti, tj. takovou vlastnosti, kterou maji prave jen prvky zadavané mno-
ziny. Zapisujeme B = {x;V (z)} a ¢teme B je mnozZina vsech prvki x, pro kterd plati V(x).

2.1 Vztahy mezi mnozinami

Definice 2.1 (Inkluze mnoZin A a B) Rikdme, e A je podmnoZinou B, jestlize kazdy prvek
mnoziny A je zaroven prvkem mnoziny B. Symbolicky zapisujeme A C B a ¢teme A je podmnoZinou
mnoziny B.

Definice 2.2 (Rovnost mnoZin A a B) Rikdme, Ze mnoziny A a B jsou si rovny, jestlize A C B
a B C A, tj. kazdy prvek jedné mnoziny je zaroven prvkem druhé mnoziny. Symbolicky zapisujeme
A = B a ¢teme mnoziny A a B jsou si rovny.

2.2 Zakladni operace s mnoZinami

Definice 2.3 (Sjednoceni mnozin A a B) Sjednocenim mnozin A a B nazveme mnozinu vsech
prvki, které patii aspon do jedné z mnozin A a B. Symbolicky piSeme A U B.

Definice 2.4 (Prunik mnozin A a B) Prinikem mnozin A a B nazveme mnozinu vsech prvk,
které patfi do mnoziny A a zaroven i do mnoziny B. Symbolicky piSeme A N B.

Definice 2.5 (Rozdil mnozin A a B) Rozdilem mnozin A a B (v tomto pofadi) nazveme mno-
Zinu v8ech prvki, které patfi do mnoziny A a zaroven nepatii do mnoziny B. Symbolicky piSeme
A\ B nebo A — B.

2.3 Kartézsky soucin mnozin, zobrazeni

Necht A a B jsou neprazdné mnoziny.

Definice 2.6 Kartézskym soucinem mmnozin A a B nazveme mnozinu vSech usporadanych dvojic
(a,b), kde a € A a b € B. Kartézsky soucin znac¢ime A x B a symbolicky piSeme

Ax B={(a,b);ac ANbe B}.

Pokud A = B, pak kartézsky soudin A x A znadime jako A? a nazjvame ho druhou kartézskou
mocninou, mnoziny A.

Jestlize vybereme z kartézského soucinu jen nékteré dvojice (a,b), jejichz slozky jsou vazany
néjakym vztahem (napf. a > b, a je ndsobkem b), dostaneme tzv. binarni relaci.

Definice 2.7 Bindrni relaci R mezi mnoZinami A a B nazveme neprazdnou podmnozinu R kartéz-
ského souéinu A x B. Zapisujeme (a,b) € R nebo aRb.

Priklad : Uvazujme mnoziny A = {1,3} a B = {2,3,4}.
Potom Ax B = {(1,2), (1,3),(1,4), (3,2), (3,3), (3,4)} a R = {(a,b) € AxBia > b} = {(3,2), (3,3)}.

Definice 2.8 Binarni relaci R mezi mnozinami A a B nazveme zobrazenim mnoziny A do mnoZiny
B, jestlize ke kazdému prvku a € A existuje pravé jeden prvek b € B takovy, ze (a,b) € R.

Binarni relaci R mezi mnozinami A a B nazveme zobrazenim z mnoZiny A do mnoZiny B, jestlize ke
kazdému prvku a € A existuje aspoii jeden prvek b € B takovy, ze (a,b) € R.



2.4 Ciselné mnoziny

vvvvv

¢iselné mnoziny patii:

e N ... mnozina vSech pfirozenych cisel (tj. kladnych celych ¢isel)
e 7 ... mnozina vsech celych ¢isel

e Q ... mnozina vSech racionalnich ¢isel

e R ... mnozina vSech realnych cisel

e C ... mnozina vsech komplexnich ¢isel

Je zfejmé, Ze plati mnozinova inkluze NC ZCc Q c R c C.

Jestlize k oznadeni mnoZiny pfipojime horni index + (napi. Z"), znamena to, Ze z dané mnoziny
uvazujeme pouze kladné ¢isla; pfipojime-li horni index — (napf. Q7), uvazujeme z dané mnoziny
pouze ¢isla zaporna. Dolni index 0 (napf. Rf{ ) znamend, ze do dané mnoziny zahrnujeme navic i
¢islo 0.

2.4.1 Mnozina R

Na mnoziné vSech realnych ¢isel jsou definovany operace séitani, od¢itani, nasobeni, déleni (ne
nulou!), pfi¢emz tyto operace maji znamé vlastnosti (napf. komutativni nebo asociativni zakon pro
s¢itani a nasobeni atd.)

Mnozina R je také linedrné usporadana pomoci binarni relace <.

Geometricky lze R znazornit jako primku. Kazdé realné ¢islo odpovida pravé jednomu bodu na
realné ptimce R, kterou také naz§vame redlnou osou nebo jednorozmérnym redlnym prostorem, a
naopak kazdému bodu realné piimky odpovida praveé jedno redlné ¢islo. Toto vzajemné jednoznacné
prifazeni se obvykle realizuje zavedenim tzv. kartézské soustavy soutadnic na primce. Kartézska
soustava soufadnic je na pfimce urcena bodem O (pocatek souradnic), jeji orientaci (tj. urcenim
kladné a zaporné poloosy soutadnic) a jednotkou délky.

Vzdalenost (Eukleidovskd vzddlenost) d(A, B) dvou bodi A = (a) a B = (b) na realné pfimce je
déna vztahem d(A, B) = \/(b—a)? = |b—al.

2.4.2 Absolutni hodnota realného ¢isla

Dilezitym pojmem je absolutni hodnota redlného €isla a; znaci se |a| a je definovana takto:

laf = a jelia>0,
| —a jelia<0,

tj. absolutni hodnota nezaporného dcisla je ¢islo samo, absolutni hodnota zaporného ¢isla je c¢islo k
nému opacné.

Na zakladé této definice lze odvodit véty vyjadiujici vyznamné vlastnosti absolutnich hodnot
realnych cisel:

pro kazdé cislo a € R plati:

e |a| > 0; pfitom |a| = 0 pravé tehdy, kdyz a = 0

o | —al=]d

e |a| =7 > 0 pravé tehdy, kdyz a = r nebo a = —r (struéné piSeme a = +r)
la| < r, kde r > 0, pravé tehdy, kdyz —r < a <r

la| > r > 0 pravé kdyz a < —r nebo a > r



pro kazdé dvé redlna ¢isla a, b plati:
e |a £ b <|a| + |b| (trojuhelnikova nerovnost)

la|

o la—0dl=1[b—al la-b=a|-[o| aprob#0 |¢| =

Na ¢iselné ose predstavuje absolutni hodnota |a| redlného ¢isla a vzdélenost obrazu tohoto ¢isla
a od pocatku O.

2.4.3 Mnozina R*

Protoze mnozina R nemé nejmensi ani nejvétsi prvek, je vhodné ji nékdy doplnit dvéma novymi
prvky, které se nazyvaji nevlastni ¢isla nebo nevlastni body. Jsou to ¢isla plus nekoneéno +oo (nebo
jen oo) a minus nekonecno —oo.

Definice 2.9 Mnozina R doplnéna o dva nevlastni body —oo a 400 se nazyva rozsirend mnozina
redlngch ¢isel a znali se R*, tj. R* = RU {—o0, +o0}.

Je zfejmé, ze plati R C R*. Cisla z mnoziny R*, ktera nejsou nevlastni (tj.. vSecna &isla kromé
00 a —00), se nékdy nazyvaji vlastni cisla.

Abychom mohli pocitat i na mnoziné R*, musime na tutu mnoZinu rozsifit vySe uvedené operace
a usporadani definované na mnoziné R:

e Uspotradani
—00 < 400
—00 < ¢ < 400 pro kazdé ¢ € R

e Absolutni hodnota
|+ 00| = | — 00| = +o00

e Scitani a odcitani
+00 + (+00) = +00 — (—00) = +00
—00 + (—00) = —00 — (+00) = —00
pro kazdé c € R plati
¢+ (+00) = (+00) + ¢ = +00
¢+ (—o0) = (—0) +c=—00
¢ — (+00) = —0
¢—(—00) =400
neni definovano: +oo + (—o00), +00 — (+00), —00 + (+00), —00 — (—00)

e Nasobeni
(+00) - (+0) = (=) - (—o0) = +00
(+00) - (=09) = (~09)  (+00) = ~o0
pro kazdé ¢ € RT plati
¢ (+00) = (+00) - ¢ = (+00)
¢+ (=00) = (=00) - ¢ = (—00)
pro kazdé ¢ € R™ plati
¢ (+00) = (+0) - ¢ = (—0)
¢ (=00) = (=00) - ¢ = (400)
neni definovano: 0 - (£00), (+00) - 0

e Déleni
pro kazdé c € R plati
< —_¢c _

+o0 —0o0

Pro kazdé ¢ € RT plati

400 __ -0 __
R —+ooa—c = —00



Pro kazdé c € R™ plati

10— _xa =2 =400

Cc
; fnee £0 t+oo —0. 0
neni definovano: ==, 322, 7225

e Umocnovani ¢islem m € N
(+00)™ = 400 pro kazdé m € N
(—00)™ = +o0 pro kazdé m € N sudé
(—00)™ = —o0o pro kazdé m € N liché
neni definovano: (400)%;0°

e m-t4 odmocnina, kde m € N
?/+00 = 400 pro kazdé m € N
R/—o00 = —oo pro kazdé m € N liché
neni definovdno: %/—oo pro m € N liché

2.4.4 Intervaly

V matematice se Casto vyuzivaji specidlni podmnoziny mnoziny R, které se nazyvaji intervaly.

Definice 2.10 Necht jsou dany body a,b € R, kde a < b. Potom definujeme nésledujici intervaly:

‘ Néazev intervalu ‘ Definice ‘ Grafické znazornéni
Omezené intervaly s krajnimi body a a b
T ————————%
uzavieny interval <a,b>={reRja <z <b} a b
‘C 07
otevieny interval (a,b) ={zr € Rja <z < b} a b
—O 07
polouzavieny (polootevieny) | < a,b) ={x € R;a <z < b} a b
40 .7
interval (a,b>={zr eR;a <z <b} a b
Neomezené intervaly
. z 4.
s krajnim bodem a <a,0)={r €Rja <z < oo} a
. %
a nevlastnim bodem oo (a,00) ={z € R;a <z < o0} a
.7
s krajnim bodem a (—o0,a >={r eR;—co <z <a} a
) O—
a nevlastnim bodem —oo (—o0,a) ={r e R;—oc0 <z < a} a
oboustranné neomezeny (—00,00) ={zx € R;—00 <z < o0}
interval (—o00,00) =R

Jestlize a = b, pak < a,a >= {a}, tj. je to jednobodova mnozina (tzv. degenerovany interval),
ostatni intervaly < a,a), (a,a > i (a,a) jsou prazdné.
2.4.5 Okoli bodu

Ve formulacich mnoha vysledkt se pro zjednoduseni a zptehlednéni pouziva tzv. okoli bodu, coz
je specialni typ otevieného intervalu.

Definice 2.11 Necht je ddno ¢ € R a § € R*. Potom §-okolim bodu ¢ nazveme otevieny interval
(¢ —6,c+6). Cislo § se nazyva polomérem tohoto okoli. d-okoli bodu ¢ zna¢ime U(c, §) nebo Us(c).

0-okoli bodu ¢ lze vyjadrit vice (ekvivalentnimi) zpiisoby:
Us(c) ={zeRjze(c—dc+d)}={reRc—d<z<c+d} ={r eR;jx —c| <4}

Definice 2.12 Nechf je ddno ¢ € R a 6§ € R*. Potom redukovanym &-okolim bodu c nazveme
mnozinu Us(c) \ {c}. Cislo § se nazyvd polomérem tohoto okoli. Redukované §-okoli bodu ¢ zna¢ime
U*(c,d) nebo U (c).



Redukované d-okoli bodu ¢ lze opét vyjadiit vice (ekvivalentnimi) zpisoby:

Ui(c) = {zeRze(c—dc)U(c,c+d)}={reRc—d<z<cV c<z<c+d}=
= {zeR0< |z —c| <d}

Grafické znazornéni d-okoli bodu c:

—0O ® O —O0 O O
c-0 c c+0 c+0 c c+o
Us(c) Us (c)

Definice 2.13 Nechf je ddno c € Rad € RT. Potom pravym §-okolim bodu ¢ nazveme polootevieny
interval < ¢,c+6) a levym 0-okolim bodu c polootevieny interval (¢ — §,c >. Tato tzv. jednostrannd
d-okoli bodu ¢ zna¢ime U, (c,d) a U_(c,0). Analogicky definujeme jednostrannd redukovand okoli, a

to pravé redukované 6-okoli bodu ¢ jako U (c,0) = (c,c + 0) a levé redukované d-okoli bodu c jako
U*(c,0) = (c — d,c).

Grafické znazornéni jednostrannych d-okoli bodu c:

O L @ O—
c-0 c c c+0
u+ (Ca 5) U- (Ca 5)
O o— O o —
c-0 c c c+0
Ui (c,0) U (c,9)

Definice 2.14 Necht je dano s € R. s-okolim nevlastniho bodu co nazveme otevieny interval (s, co)
a oznacime ho U (oo, s). s-okolim nevlastniho bodu —oo nazveme otevieny interval (—oo, s) a ozna¢ime

ho U(—o0, s).

Grafické znazornéni s-okoli nevlastnich bodt co a —oo:

— 0 o
N N

Z,{(oo’s) Z/{(—OO,S)

Poznamka: V ndzvu i oznacéeni d-okoli, resp. s-okoli, lze ¢isla d, resp. s, vypoustét, neni-li jejich
velikost podstatna.

vvvvvv

2.4.6 Vlastnosti podmnozin v R
V celém odstavci budeme pfedpokladat, ze M je neprazdna podmnozina mnoziny R.
Definice 2.15 Mnozina M se nazyva

e omezend shora, jestlize existuje k € R takové, ze pro vsechna x € M plati 2 < k. Cislo k se
nazyva horni mez (zdvora) mnoziny M.

e omezend zdola, jestlize existuje | € R takové, Ze pro vSechna x € M plati x > [. Cislo [ se
nazyva dolni mez (zavora) mnoziny M.

e omezend, jestlize je omezend shora i zdola zaroven.

Véta 2 Mnozina M je omezend pravé tehdy, kdyZ existuje cislo K € RS’ takové, Ze pro vsechna
x € M plati |z| < K.



Definice 2.16 Necht existuje takové m € M, ze pro vSechna x € M plati x < m. Pak se toto ¢islo
m nazyva mazimum (nebo nejvétsi prvek) mnoziny M a znaci se max M.

Necht existuje takové n € M, Ze pro vSechna z € M plati x > m. Pak se toto ¢islo n nazyva
minimum (nebo nejmensi prvek) mnoziny M a znaci se min M.

Poznamka: Je-li mnozina M shora (zdola) omezend, pak jeji horni (dolni) mez miize ale nemusi do
M patfit. Pokud vSak existuje maximum (minimum) mnoziny M, vzdy do této mnoziny patii.

Véta 3 Pro konecnou mnozinu lze vZdy nalézt jeji mazimum ¢ minimum.

Definice 2.17 Cislo p € R se nazyva supremum mnoziny M (znadi se sup M), jestlize
(s1) pro vSechna z € M plati z <p a

(s2) ke kazdému ¢ € R existuje T € M takové, Ze T > p — €.

10



Poznédmky:

Podle vlastnosti (s1) je p horni mez mnoziny M a podle (s2) neexistuje zadna dalsi horni mez
mensi nez p. Supremum je tedy nejmensi horni mezi mnoziny M.

Supremum nemusi vzdy existovat.

Jestlize existuje sup M a jestlize navic sup M € M, pak existuje i max M a plati max M =
sup M.

Jestlize existuje sup M, ale sup M ¢ M, pak max M neexistuje.

Definice 2.18 Cislo ¢ € R se nazyva infimum mnoziny M (znad&i se inf M), jestlize

(i1)
(i2)

pro vsechna x € M plati x > q a

ke kazdému € € RT existuje & € M takové, ze & < q + «.

Pro infimum plati obdobné poznamka jako ta vysSe uvedend pro supremum.

Véta 4 (existenci suprema a infima mnoziny) Jestlize je mnozina M omezend shora, pak exis-
tuje jeji supremum v R. Jestlize je mnozina M omezend zdola, pak existuje jeji infimum v R.

Véta 5 Jestlize existuje max M, pak existuje i sup M a plati sup M = max M. Analogicky, jestlize
ezxistuje min M, pak existuje také inf M a plati inf M = min M .

2.4.7 Vztah mezi mnozinou a bodem

Definice 2.19 Necht M je neprazdnd podmnozina v R.

Bod a € M se nazyva vnitrnim bodem M, jestlize existuje jeho okoli U(a) celé obsazené v M,
tj. U(a) C M. Mnozina vSech vnitinich bodt mnoziny M se nazyva vnitiek mnoziny M a znadi
se M° nebo int M.

Bod a € R se nazyva hrani¢nim bodem M, jestlize v kazdém jeho okoli U(a) lezi asponl jeden
bod mnoziny M a aspon jeden bod mnoziny R \ M. MnoZina vSech hrani¢nich bodi mnoziny
M se nazyva hranice mnoziny M a znaci se h(M), hM nebo dM.

Uzdavérem mnoziny M nazveme sjednoceni hranice mnoziny M a jejiho vnittku a oznac¢ime ho
jako M. Tj. M = M° U h(M).

Bod a € R se nazyva vnéjsim bodem M, jestlize neni ani vnitfnim ani hrani¢cnim bodem mnoziny
M. Mnozina vSech vnéjsich bodd mn. M se nazyva vnéjsek mnoziny M, nemé specidlni oznaceni
a je tvoren mnozinou R\ M.

Bod a € R se nazyva hromadngm bodem M, jestlize v kazdém jeho okoli U(a) lezi nekonecéné
mnoho bodd mnoziny M. Mnozina vSech hromadnych bod& mnoziny M se nazyva derivace
mmnoZiny M a znaci se M.

Bod a € R se nazyva hromadngym bodem M zprava, jestlize v kazdém jeho pravém okoli U, (a)
lezi nekoneéné mnoho bodd mnoziny M.

Bod a € R se nazyva hromadnym bodem M zleva, jestlize v kazdém jeho levém okoli U_(a) lezi
nekonec¢né mnoho bod mnoziny M.

Izolovanym bodem mnoZiny M nazveme kazdy bod mnoziny M, ktery neni jejim hromadnym
bodem.

11



Definice 2.20 Necht M je neprazdnd podmnozina v R.
e Jestlize M = M°, pak se mnozina M nazyva otevrend.
o Jestlize M = M, pak se mnozina M nazjva uzaviend.

e Mnozina M se nazyva izolovand (nebo diskrétni), jestlize vSechny jeji prvky jsou izolovanymi

body.
Poznédmky: Pfimo z vySe uvedenych definic plyne

e Vnitini a izolované body mnoziny M vzdy do M patfi. Hrani¢ni a hromadné body do M patiit
mohou, ale nemusi.

e Mnozina M je oteviend pravé tehdy, kdyZ neprotind svoji hranici, tj. kdyz M N h(M) = 0.
Vnitinimi body jsou pravé ty body z M, které nejsou hranicni.

e Mnozina M je uzaviena pravé tehdy, kdyz obsahuje svoji hranici, tj. kdyz h(M) C M.

e Hromadny bod mnozimy M je zaroven i jejim hraniénim bodem; ne kazdy hrani¢ni bod mnoziny
M vsak musi byt i jejim hromadnym bodem.

Priklad: Uvazujme mnozinu A =< 0,1 > x(0,1) U{(2,0)} (viz obrazek).
A
e vnitini body jsou vSechny z mnoziny (0,1) x (0,1)

OD))======~- (L1

e hranice je tvofena stranami ¢tverce a bodem (2,0)
e uzavér = < 0,1 >2U(2,0)

e vnéjsi body jsou vsechny body z R kromé téch z mno-
ziny < 0,1 >2U(2,0)

(0,0 Lo 2o
e hromadné body jsou vsechny body z < 0,1 >2

e (2,0) je hrani¢ni bod, ale neni hromadny bod
e (2,0) je izolovany bod

e mnozina A neni oteviend, uzaviend ani diskrétni
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