ITI. Funkce tri proménnych

Vsechny uvahy, které jsme vedli pro funkce dvou proménnych se daji snadno modifikovat pro funkce
t¥1 proménnych. Jedinou odlisnosti je, Ze se posunujeme o jednu dimenzi vyse, tj. pfibude navic jedna
nezavisle proménna.

1 Zakladni pojmy

Definice 1.1 §-okolim bodu Xy = (x9, Y0, %0) € R3 se nazjva oteviena koule se stiedem v bodé X a
polomérem 4, tj. mnozina

Us(Xo) = Us(zo, Y0, 20) = {X € R?; p(Xo, X) < 6}

a redukovanym d-okolim bodu Xy = (x0,Yo0,Y0) € R3 se nazyva oteviena koule se stfedem v bodé X
a polomérem ¢, z niz je vyjmut bod Xy, tj. mnozina

ug(XO) = Z/{g(.l'(),y(),Z()) = {X € R?); 0< p(X()aX) < 5}7
kde p je metrika na R3.

Definice 1.2 Zobrazeni f z mnoziny R3 do mnoziny R se nazjvéa redlnd funkce tii redlngjch promén-
nych, zapisujeme f = f(z,y, 2).

Pozndmka: Uvédomte si, ze Dy C R, Hy C R a graf f C R%.

2 Limita a spojitost

Definuji se obdobné jako u funkce dvou proménnych jen s tim rozdilem, Ze uvazujeme i treti

soufadnici. Napriklad i
lim flx,y,z)=LeR <+

(z,9,2)—(z0,50,20)
< Ve >036>0V(x,y,z2) €Us(xo,y0,20) N Dy : |f(z,y,2) — L| <e

V hromadném bodé (xg,yo, 20) definiéniho oboru pak muzeme spojitost funkce f v tomto bodé
definovat pomoci limity:

f je spojita v bodé (xo,yo0,20) <= lim f(z,y,2) = f(wo,yo, 20)
(%Z/,Z)—’(ﬂﬁovyo,zo)

Pojem spojitosti lze opét rozsitit z bodu na mnozinu.
Plati analogické véty o limitach a spojitosti jako v pfipadé funkci dvou proménnych.

3 Parcialni derivace

Princip parcialnich derivaci je stejny jako u funkce dvou proménnych. Zvolime si jednu z promén-
nych, podle které budeme derivovat, a obé dvé ostatni proménné povazujeme za konstanty.

Definice 3.1 Necht f je funkce tfi proménnych a nechf bod (zo,%0,20) je vnitinim bodem Dj.
Dosadime-li za y pevnou hodnotu yg a za z pevnou hodnotu zy, dostaneme funkci jedné proménné
o(z) = f(x,y0,20). Ma-li funkce ¢ derivaci v bodé zg, tzn. existuje-li limita

lim () — ¢(z0) ~ lim f(x, 90, 20) — f(x0, Y0, 20)
T—T0 r — T T—T0 r — X

9

fikdme, ze funkce f md v bodé (xg,yo, 20) parcidlni derivaci podle proménné x. Znacime %(l‘o,yo, 20)
/!
nebo f1(xo0,Y0, 20)-



Analogicky definujeme derivace podle proménné y a proménné z.

Pojem parcialnich derivaci lze opét rozsiiit z bodu na mnozinu a povazovat f;, f; a f. za funkce
tf1 proménnych.

Derivace vyssich fadt pak definujeme analogicky, plati i véta o zdménnosti smisenych parcidlnich
derivaci vyssich radi.

3.1 Totalni diferencial

Totalni diferencial se opét pouziva k pfibliznému vypoctu hodnot funkce v okoli zvoleného bodu
(0, Y0, 20). Definice je odbobna jako u funkci dvou proménnych, pouze s tim rozdilem, ze v jeho
vyjadfeni pfibude vyraz pro tieti soutadnici, tj.

0 0 0
df(zo,90,20) = a—i(ﬂﬁoyyoyzo) ~dx + 8—£($o,yoyzo) ~dy + 8—];(330,.@0,20) -dz

4 Extrémy funkce tii proménnych

Extrémy jsou definovany stejné jako u funkce dvou proménnych, opét rozlisSujeme tii typy extrému
(lokalni, vazané, globalni), napiiklad:

Definice 4.1 Rikdme, Ze funkce f ma v bodé Xo = (20,0, 20) € Dy lokdini mazimum, jestliZe existuje
okoli U(Xp) bodu X takové, ze pro vSechny body X = (x,y,2) € U(Xy) plati f(Xo) > f(X).

4.1 Lokalni extrémy

Véta 4.1 (Nutnad podminka existence lokdlniho extrému) Necht md funkce f v bodé (xg, Yo, 20)
lokdlni extrém. Existugi-li v bodé (xg,yo, 20) parcidlni derivace proniho tddu, pak jsou rovny nule, tj.

0 5] 0
a—i(fvo,yo,zo) = 8_5(330’3/0"20) = 8—26(93072/0,20) =0.

Bod (z9, 40, 20), v némz jsou vSechny parcidlni derivace rovny nule se nazyvd staciondrni bod funkce

f.

Véta 4.2 (Postacuji podminka existence lokalniho extrému) Necht md funkce f na okoli bodu
Xo = (%0, Y0, 20) spojité parcialni derivace druhého tddu. Oznacéme

gx(XO) :/t/y(XO) CIC/Z(XO)

" gx(XO) é/y(XO)
D, = fxx(XO)v Dy = a Ds= ;L///J:(XO) g/;/y(XO) g/;/z(XO)

vz (Xo)  fyy(Xo)
Lo(Xo)  fL,(Xo)  fLL(Xo)
Potom

a) je-li D1 >0, Dy > 0 a D3 > 0, funkce f md v Xg ostré lokdlni minimum;

b) je-li D1 <0, Dy >0 a D3 <0, funkce f md v Xy ostré lokdlni mazimum;

Pozndmka: Jestlize pro determinanty neplati a) ani b), extrém nenastane. Je-li néktery z determinantt
roven nule a ostatni maji znaménko jak je uvedeno v a) nebo b), pak extrém mize, ale nemusi nastat.
V tomto piipadé je nutné postupovat podle definice extrémd.



4.2 Vazané lokalni extrémy

I u funkci t¥ proménnych mtzeme urcovat vazané lokalni extrémy, pficemz mohou byt dany jedna
nebo dvé vazby (obecné u funkei n proménnych muze byt nejvyse (n — 1) vazeb)

Pokud jsou vazebni podminky "hezké” (tj. lze vyjadfit nékterd z proménnych jako funkce dvou
zbyvajicich), pak v pfipadé jedné vazby pfejde tloha nalézt vazené extrémy funkce tii proménnych na
tlohu najit lokalni extrémy funkce dvou proménnych, pro dvé vazby pak v tlohu najit lokalni extrémy
funkce jedné proménné. Pokud z podminek nelze Zddnou proménnou explicitné vyjadrit, pouzijeme
Lagrangeovu metodu neurcitych koeficientii, pfipadné pak kombinaci obou vySe zminénych metod.

4.3 Globalni extrémy

I pro funkce ti proménych plati Weierstrassova véta: pokud je funkce f spojitd na uzaviené omezené
mnoziné 0 C Dy C R3, nabyvd na mnoziné Q svého mazima a minima (tj. existuji body A, B € Q
tak, ze f(A) < f(X) < f(B) pro vechny X = (z,y,2) € Q.)

Body, v nichz by mohl nastat globalni extrém jsou body uvnitt 2 podezielé z lokalnich extrémi a
body na hranici 2 podezielé z vazanych lokalnich extrémi.



