II. Posloupnosti
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1 Definice a zakladni vlastnosti posloupnosti

Posloupnost je zvlastnim pfipadem funkce (viz dalsi kapitola), kterd je definovana na diskrétni
mnoziné, konkrétné na mnoziné vSech prirozenych c¢isel N.

Posloupnosti nam poslouzi k zavedeni zakladnich pojmt matematické analyzy, tj. limity, konver-
gence atp., které pak zobecnime pro funkce.

Definice 1.1 Zobrazeni mnoziny N do mnoziny R nazyvame posloupnosti redlngch cisel (nebo jen
posloupnosti). Posloupnost, kterou kazdému n € N pfitadime ¢islo a,, € R, zapisujeme

00 .
{a1,a9,as3,...,ay,...} mnebo {an},=; mnebojen {a,}.
Cislo a,, se nazyva n-ty clen posloupnosti {a,}, ¢islo n se nazyva index ¢lenu a, posloupnosti {a,}.

Pozndmka: Obecné lze definovat posloupnost jako zobrazeni mnoziny N do libovolné (neprazdné)
mnoziny M; pokud napt. M = C, dostaneme posloupnost komplexnich ¢isel.

Pozndmka:
e posloupnost {a,} je zobrazeni a mé nekoneéné mnoho ¢leni

e mnozina {a,;n € N} hodnot posloupnosti je ¢iselnd mnozina; ma bud nekoneéné mnoho prvki,
nebo koneéné mnoho prvkiu

Definice 1.2 Zobrazeni mnoziny {1,2,3,...,m}, kde m € N, do mnoZiny R se nazyva konecnd
posloupnost realnych ¢isel (nebo jen konecnd posloupnost). Znacime ji

{ay,a9,as,...,a,} mnebojen {a,}n,

1.1 Zpusoby zadavani posloupnosti
e vzorcem pro n-ty ¢len (pokud existuje)

o rekurentné, tj. n-ty ¢len je vyjadien pomoci jednoho nebo vice predchozich ¢lenid; nutno dodat
pocatecni podminky

e vyctem vsech clent - lze pouze ziidka, zadani timto zpusobem neni Gplné (posloupnost ma
nekone¢né mnoho ¢lentt)
1.2 Grafické znazornéni posloupnosti

Definice 1.3 Grafem posloupnosti {a,} rozumime mnozinu vsech bodu v roviné tvaru (n,a,),n €
N. Graf znac¢ime G({ay}) nebo graf{a,}.

Grafem posloupnosti je mnozina diskrétnich bodi v R x R (se zavedenou kartézskou soustavou
soufadnic).
1.3 Vlastnosti posloupnosti

Definice 1.4 Posloupnost, jejiz vSechny c¢leny se navzajem rovnaji, se nazyva konstantni nebo sta-
ciondrni posloupnost, tj. {a,}, = {a}22, ={a,a,a,a,...}, kde a € R.

rostouct an < Apt1
. . .| klesajici jestlize pro kazdé | a,, > a
Definice 1.5 Posloupnost {a,} se nazyva et 1 P . nT ol
nerostouct n € N plati Gp = Gpt1
neklesajict an < Gpil

Definice 1.6 Rostouci a klesajici posloupnosti se nazyvaji ryze monotonni. Nerostouci a neklesajici
posloupnosti se nazyvaji monotonni.



Pozndmka: Kazda ryze monotonni posloupnost je i monotonni, naopak to ale neplati.

Definice 1.7 Posloupnost {a,} se nazyva
e shora omezend, jestlize existuje k € R takové, ze a, < k Vn € N;
e zdola omezend, jestlize existuje | € R takové, ze a, > k Vn € N;

e omezend, je-li omezend shora i zdola zaroven.

1.4 Algebraické operace s posloupnostmi

Definice 1.8 Rikame, Ze posloupnosti {a,} a {b,} si jsou rovny, jestlize Vn € N plati a,, = by,.

{an +byp} souctem
{an —bp} rozdilem

Definice 1.9 Posloupnost {an - by} se nazjva | soucinem posloupnosti {a,} a {b, }.
{‘g—:},bn;&OVneN poddlem

Poznamka: Algebraické operace lze rozsifit na koneény pocet posloupnosti.
Pozndmka: Specialné pro ¢ € R a posloupnost {a,} mame c- {a,} = {c- an}, {a—‘;} = {é}, kde
an # 0Vn € N. Dale Ize definovat naptiklad posloupnost [{a,}| = {|a,|} atp.

Definice 1.10 Posloupnost {ay, } se nazyva vybrand posloupnost z posloupnosti {ay}, jestlize {ny}
je rostouci posloupnost pfirozenych cisel. Stru¢né fikdme vybrané posloupnost, podposloupnost.

Pozndmka: Z posloupnosti jde takto odebrat kone¢ny i nekoneény pocet ¢lenti, ale vybrand posloup-
nost (podposloupnost) je opét posloupnosti, tj. ma nekoneény pocet ¢lenii.

V dalsim budeme pouzivat pojem, ze néjaké tvrzeni plati ne provsechna pfirozena n, ale pouze
pro skoro vsechna n € N.

Definice 1.11 Rikame, 7e skoro vsechny ¢leny posloupnosti {a,} maji vlastnost V, jestlize existuje
ng € N takové, ze pro vSechna pfirozend n > ng maji ¢leny posloupnosti {a, } vlastnost V. (Jinymi
slovy, jestlize vlastnost V' maji vSechny ¢leny posloupnosti {a,} s vyjimkou nejvyse jejich kone¢ného
poctu.)

2 Limita posloupnosti
Pii vypoctu limity posloupnosti zjistujeme, co se déje s prvky posloupnosti, kdyz index n roste

nade viechny meze (”bliZ se nekone¢nu”). Napiiklad pro posloupnost {a,} = {1—21} se pro rostouci
n Cleny ”blizi” 1:

1 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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Definice 2.1 (Vlastni limita posloupnosti) Rikime, Ze posloupnost {a,} md vlastni limitu
a € R, jestlize ke kazdému ¢ € R™ existuje ng € N takové, Ze pro viechna pfirozena ¢isla n > ng
plati |a, — a| < g, tj. jestlize

Ve >03dng € N : |a, —al < eVn > nyg.

Symbolicky piSeme
lim a, =a
n—oo

nebo {a,} — a nebo a,, — a. Cislo a se naz§va limita posloupnosti {ay}.

Poznamka: lim je zkratkou slova limes (lat.) = mez. Zapis n — oo ¢teme n roste nade vSechny meze.
Pozndmka: Nerovnost |a, — a| < ¢ lze také psat ve tvaru a — ¢ < a,, < a + €. Graficky to znamen4,
ze od ur¢itého indexu (ng) uz lezi vSechny ¢leny posloupnosti v e-péasu kolem limity a.
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Pozndmka: Cislo € > 0 volime a k nému hledame ¢islo ng, tzn. Ze ng zavisi na e.
A
Uvazujme nyni posloupnost {n? —1} a sledujme,
co se déje s jejimi ¢leny kdyz n — oo. Z nakres- 5 .
leného grafu vidime, Ze pro n — oo rostou ¢leny :
an také nade vsechny meze. Vlastni limita tedy |
neexistuje, ale lze zavést dalsi pojem, tzv. ne- :
vlastni limitu posloupnosti. |
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Definice 2.2 (Nevlastni limita posloupnosti) Uvazujme posloupnost {a, }. Potom fikame, ze

e posloupnost {a,} md nevlastni limitu oo, jestlize ke kazdému redlnému éislu £ existuje index
ng € N takovy, ze pro vSechna n > ng plati a,, > k, tj. jestlize

VkeR dng e NVn >ng : a, > k.



e posloupnost {a,} ma nevlastni limitu —oo, jestlize ke kazdému redlnému ¢islu ! existuje index
ng € N takovy, ze pro vSechna n > ng plati a, <, tj. jestlize

VieR dnge NVn >ng : a, <.
Zapisujeme
lim a, =00, resp. lim a, = —00
n—oo n—od

Poznamka:

e Je-li lim,,_, o a, = oo, potom skoro vSechny ¢leny posloupnosti {a,} lezi v U(oco, k), tj. skoro
vSechny body grafu posloupnosti {a,} lezi nad pfimkou y = k.

e Je-li lim,,, o a, = —00, potom skoro vSechny ¢leny posloupnosti {ay, } lezi v U(—o0, 1), tj. skoro
vSechny body grafu posloupnosti {ay} lezi pod pfimkou y = .

@ —|----mm -
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nu

Pozndmka: Cislo k, resp. ¢islo [, volime a k nému hleddme nq, tj. ng zavisi na k, resp. na [.

Definice 2.3 Posloupnost se nazyva konvergentni, ma-li vlastni limitu. Posloupnost, ktera neni
konvergentni, se nazyva divergentni. Tzn. jestlize

e lim, . a, = a € R, pak fikdme, ze {a,} konverguje k ¢islu a;
e lim,, ., a, = oo nebo —oo, pak fikdme, ze {a,} konverguje k oo nebo —oc;
e lim,, . a, neexistuje, pak fikdme, ze {a,} osciluje.

Priklady: Posloupnost {%} konverguje k nule; posloupnost {2n + 3} diverguje k oo; posloupnost
{(—=2)"} osciluje.

Definice 2.4 Posloupnost {a,} se nazyva nulovd, jestlize konverguje k nule.

Pozndmka: Pro zkraceni zapisu muzeme psat pouze lim a, namisto lim,, . a,, protoze v pripadé
posloupnosti (na rozdil od funkci!) poéitdme vzdy limitu pro n — oc.

2.1 Vlastnosti limit posloupnosti

Véta 1 KazZda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.

Diikaz: Dikaz provedem sporem, tj. budeme predpokladat, ze posloupnost {a,} mé dvé limity a a
b, a necht a < b. Z definice limity dostaneme

lima, =a <= Ve>03In; eNVn>n;:|a, —a|l<e (1)
lima, =b <= Ve>03na e NVn>ny : |a, — b <¢ (2)



Polozime-li ny = max{ni,na2}, potom nerovnosti (1) a (2) plati zaroveil a to pro v8echna n > ny.
Zvolime-li € = bg—“(> 0), potom ¥n > ngy postupné dostaneme

(a—e<ap<a+e) N (b—e<a,<b+e)
b—e< a, a+e

b—e < a+e¢
b—a
2

9

Posledni nerovnost je ve sporu s definici e. O

Véta 2 Jestlize a, = a € R pro s.v. n € N, potom lima,, = a.

Véta 3 Jestlize pro posloupnosti {a,} a {b,} plati, Ze a,, = b, pro s.v. n € N, potom plati ekvivalence
lima, existuje <= limb, existuje.

Navic plati lim a,, = lim b,,.

Véta 4 Jestlize lima, = a € R*, potom kaZdd z ni vybrand podposloupnost {a,, } md také limitu a
plati lima,, =a

Pozndmka: Tuto vétu lze uzit pfi vypoctu limity nebo pfi diikazu neexistence limity:

e Vime-li, Ze existuje lim a,, potom existuje také lima,, , kde {a,, } je vybrana z {a,} a navic
lima,, = lima,.

e Kdyz chceme ukazat, ze lim a,, neexistuje, tak staci najit dvé z ni vybrané podposloupnosti,
jejichz limity jsou rtizné.

e Naopak to ale neplati, tj. najdeme-li dvé vybrané podposloupnosti se stejnou limitou, nezna-
mena to jesté, Ze puvodni posloupnost limitu ma!

Véta 5 Je-li posloupnost {a,} konvergentni a jestlize néjakd z ni vybrand podposloupnost md limitu
a € R, potom plati lim a,, = a.

Véta 6 KazZda konvergentni posloupnost je omezend.
Diikaz: Necht mé posloupnost {a,} limitu a. Z definice limity potom méame
lima, =a <= Ve>03ngeNVn>ny : |a, —a|<e,

tzn. ze od urcitého indexu ng plati a — e < a,, < a + €.

Ostatni ¢leny posloupnosti tvofi kone¢nou mnozinu {ai,as,...,an,—1}, takze lze nalézt jeji
nejmensi a nejvétsi prvek. Polozme tedy k& = max{aj,az,...,an,—1} a | = min{a,ag,...,an,—1}
Polozime-li M = max{k,a + ¢} a m = min{l,a — ¢}, dostavame nerovnost

m<a, <M Vn € N,
tj. posloupnost {a,} je omezena. O

Pozndamka: Obracend véta neplati, tj. existuje omezenad posloupnost, kterd je omezend, ale neni
konvergentni. Napiiklad posloupnost {(—1)"} je omezend &isly -1 a 1, ale neni konveregentni. Lze
ale dokazat nasledujici vétu:

Véta 7 Je-li posloupnost monotonni a omezend, pak je konvergentni.



Véta 8 Pro kazdou posloupnost {a,} plati ekvivalence

lima, =0 <= lim|a,|=0.
Véta 9 jestlize lima,, = 0 a posloupnost {b,} je omezend, potom plati lim(a,, - b,) = 0.
Pozndmka: Vyse uvedend véta se pouziva pri praktickych vypoctech limit.

Véta 10 Nechf lima,, = a € R* a limb, = b € R*. Potom

lim(a, +b,) = lima, +limb,
lim(a, - b,) = lima,-limb,
I
lim Z—: = 112 Z: (je — li navic limb,, # 0)
lim|a,] = |lima,|
lim(a,)™ = (lima,)™, meN

lim ¥/a, = %/lima,, (pokuda, > 0pros.vn e N)
pokud maji vyrazy na pravé strané smysl.
Pozndmka:
e Tvrzeni pro soucet a soucin lze zobecnit na kone¢ny pocet séitanci, resp. ¢initelt.
e Tato véta se opét pouziva pii praktickych vypoctech limit.

e Dodatek "pokud maji vyrazy na pravé strané smysl” je dilezity, protoze obcas dostavame tzv.
neurcité vyrazy (viz diive) a v takovych pfipadech vétu nelze pouzit!

Véta 11 Jestlize
e a, >0 pro s.u. n € N, potom lima, =0 < limé = 00.

e a, <0 prosv.n€N, potom lima, =0 < limé = —00.

Véta 12 Plati ekvivalence lim|a,| = oo < lim i =0.

» konst.»
0

Poznamka: Vyraz neni neurcity vyraz, vysledkem je 400 nebo —oo, zalezi na znaméncich
1

citatele a jmenovatele. Specidlné je zahrnut i pripad ” 3" (coz je oo - 5 = 00 - (£00)).

» konst.» » konst.»

Podobné vyraz =

, Tesp. , neni neurcity vyraz, je roven 0. Specidlné je zahrnut i

pripad ”%” (coz je 0 - ﬁ =0-0=0).

2.2 Limitni pfechod za znamenim nerovnosti

Véta 13 Nechf lima,, < limb,,. Potom plati a, < b, pro s.v. n € N.

Disledek: Jestlize lima,, > 0, pak a, > 0 pro s.v. n € N.

Véta 14 Necht lima,, = a € R* a limb,, = b € R* a neht ddle plati a, < b, pro skoro viechna
n € N. Potom a <b (t. lima, <b,).

Dusledek: Je-li a, < 0 pro s.v. n € N, potom lima, < 0. Je-li a,, > 0 pro s.v. n € N, potom
lim a,, > 0. Tzn. Ze limita zachovava znameni nerovnosti.

Pozndmka: Pokud uvazujeme ostrou nerovnost a, < b,, potom ale limita nemusi zachovat tutuo
ostrou nerovnot, tj. obecné dostaneme lim a,, < limb,,. Obecné tedy plati, Ze pfi limitovani se ostra
nerovnost méni na ostrou.



Véta 15 (O limité t¥i posloupnosti) Necht pro posloupnosti {ay,} , {bn} a {c,} plati
e a, <c, <b, pro s.u. n € N,
o cxistuji limity lima,, a limb,,
e lima, =limb,.
Potom existuje i limita lim ¢, a plati lima, = lim ¢, = lim b,,.
Diikaz: Necht jsou splnény predpoklady véty a nechf lima,, = limb,, = a € R. Z definice potom plati

lima, =a <= Ve>03InieN:n>n; = |a,—a|]<e (3)
limb, =a <= Ve>03naeN:n>ny = |b,—a|<e¢ (4)

Dale vime, zZe a, < ¢, < b, pros.v.n € N, tj. ze
IngeNVn>n3 : a, <c, <b, (5)

Polozime-li ny = max{n,10nz,n3}, potom nerovnosti (3), (4) a (5) plati souc¢asné pro vsechna n > ny.
Z podminky (3) mame nerovnost a — ¢ < a, < a+ ¢ a z podminky (4) nerovnost a — e < b, <
a + €. Pouzitim téchto nerovnosti v nerovnosti (5) dostaneme a — e{an}, < ¢ < b, < a+ ¢, tj.
len, — al < € ¥n > ng, neboli lime,, = a. O

Pro teorii je dilezity také pojem tzv. Cauchyovské posloupnosti.
Definice 2.5 Posloupnost {a,} se nazyva Cauchyovskd, jestlize
Ve > 03ng € NVm,n >ng : |am — an| < e.

Véta 16 (Cauchy-Bolzanova nutna a postacujici podminka konvergence posloupnosti) Posloupnost
je konvergentnz, pravé tehdy, kdyz je cauchyovska.

Poznamka: Dikaz implikace ”=" plyne pifimo z definic obou pojmi. V dtikaze obracené implikace
se vyuziva vlastnosti lim sup a lim inf.

2.3 Vypocdet limit posloupnosti

P1i vypoctech limit pouzivadme véty o limitach a také znalost limit nékterych vyznacnych po-
sloupnosti:

limlzo lim {/n =1
n

0 prolal <1
1 proa =1

lima™ =
oo  proa >1
neex. proa < —1
oo prok >0
limn* = 1 prok=0
0 prok<O
. w—~_J 0 proa=20
hm\/a_{l proa > 0
.a” 0 pro0<a<l
lim — = +
nk oo proa>1; keR

1
lim(l—l——):e
n



2.4 Piiklady

1. .. 3n*—5n+1
lim ————
2n3 +n —2
"Dosazenim n = 0o” dostaneme typ limity 52, tj. neurcity vyraz. Tim padem nemtizeme pouzit vétu
o limité podilu. Vjraz v limit€ musime proto néjak upravit - vytkneme nejvyssi mocninu n z citatele
i jmenovatele.

3n® —5n +1 n?3- 5+ % 83—+ 3
limngin—i_ = lim ( ”12 ”23) = lim ”12 ”23 = (véta) = —
2n3 +n — 2 32+ 5 — %) 2+ 5 — 3 2
2 2 1, 2 1, 2
. 42 n2(1—1+2 1-14+2 1.1
2 g I :<°°>:im—( n 2"2):' — 2 lim=- =0
—2n3 42 —00 n3(=2+ =) n(—=2+ 73) 2 n
, 30 +n—1 B+ 45 - % n(B+ 5 —75) 3
3 lim n2—|—n :<Oo>:l' 2( %2 ”23)21' —( ;)12 ;3):—limn:oo
2n? +3n — 2 —00 n2(2+ 5% — 77) C+5-=) 2
4. : 2 . 2 1 3
lim(5n° —n +3) = (co —o0) =limn” (5 — — + — | =0
non
. 1
5. limcosn:(neew):limcosn'—:(omezend'O):O
n 00 n
6. .. 2n-+sinn (oo—l—neex.)
© lim =
n+1 00
Pouzijeme vétu o limité tii posloupnosti:
—1<sinn<1 Vn / +2n
2n—1<2n+sinn <1+ 2n /:(n+1)>0
2n—1<2n—|—sinn<1—|—2n
n+l1 = n+1 = n+1l
Protoze
2n — 1 2-1 2-1 142 2 142
lim = :thq):hm L9 a lim—2" —lim ( q):hm n_o
n+1 n(1+1) 144 n+1 n(1+1) 1+ 2
pak im 2n 4+ sinn _
n+1
Jiny zptlisob - pouzijeme vétu o limité souctu:
2 i 2 i 2 1
tim 2SR g 2 g S0 gy limsing = 24 (omezend-0) = 240 = 2
n+1 n+1 n+1 1+-= n+1

n



