V1. Nevlastni integraly
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Nevlastni integraly funkce jedné proménné jsou zobecnénim Riemannova integralu. V pripadé Ri-
emannova integralu pozadujeme, aby funkce i interval, na kterém integrujeme, byly omezené. V praxi
vSak Casto potfebujeme pocitat i takové integraly, kde bud funkce nebo interval nejsou omezené.

Pred definici nevlastnich integralti potfebujeme zavést jesté jeden pojem a to integrdl jako funkce
horni/dolni meze.

1 Integral jako funkce horni meze

Predpokladejme, zZe funkce f € R(< a,b >). Z aditivity integralu plyne, zZe pro vSechna x €< a,b >
existuje integral
f t)dt

Tento urcity integral je ¢islo, které zavisi na Volbe T, coZ znamena, ze integral fax f)dt je funkei
x, tj. funkci horni meze. Lze tedy definovat funkci

T
:/ ft)dt Vee<a,b>.

Definice 1.1 Necht funkce f je integrovatelnd na intervalu < a,b >. Potom se funkce F(z) =
ff f(t)dt definovand pro vSechna = €< a,b > nazyva funkce horni meze integrdlu funkce f nebo
také rikdme, Ze integral fa:B f(t)dt je funkci horni meze.
Pozndmka: Analogicky lze definovat funkci G(z f f(t)dt pro x €< a,b >, tzn. povazovat interdl
fx f(t)dt za funkci dolni meze.
Véta 1.1 Je-li funkce f integrovatelnd a nezdipornd na intervalu < a,b >, potom je funkce F' nekle-
sagici na < a,b >.
Véta 1.2 (Vlastnosti inegralu jako funkce horni meze) Necht je funkce f integrovatelnd na in-
tervalu < a,b >. Potom pro funkci F(x f f(t)dt plati:

1. Funkce F je spojitd na < a,b >.

2. V kazdém bodé x¢y €< a,b >, v némze je funkce f spojitd, md funkce F (vlastni) derivaci a plati

F'(an) = fan) neboti 1| [ g0yat] = pao

T=x0

(v kragnich bodech intervalu uvaZujeme prislusné jednostranné derivace).

3. Je-li funkce f spojitd na < a,b >, pak funkce F' je primitivni k funkci f na < a,b >.

2 Nevlastni integraly

Nevlastni integraly definujeme jako limity ur¢itych integrala s proménnou mezi (horni nebo dolni).
Existuje-li pfislusna vlastni limita, fikdme, ze nevlastni integrdl konverguje (existuje), v opa¢ném pii-
padé rikame, ze diverguje.

O nevlastnich integralech tedy hovofime v nésledujicich ptfipadech:

e Je-li (a,b) neomezeny, tj. alespoti jeden krajni bod tohoto intervalu je nevlastni éislo.
e Je-li funkce f na (a,b) neomezena.

Definice 2.1 Rekneme, Ze bod ¢ € R*, kde a < ¢ < b, je singuldrnim bodem integrace funkce f na
intervalu (a,b), je-li bud ¢ = 0o nebo ¢ = —oo nebo je-li funkce f na kazdém okoli bodu ¢ neomezena.

Pozndmka: Déale budeme predpokladat, ze singularnich bodt je koneény pocet a ze funkce f je na
kazdém uzavieném intervalu neobsahujicim singularni bod integrovatelna.

Rozlisujeme dva zékladni typy nevlastnich integralii: nevlastni integraly vlivem meze a nevlastni
integraly vlivem funkce.



2.1 Nevlastni integraly vlivem meze

Definice 2.2 Nechf je funkce f definovana na < a,o0) a necht Vt € (a, 00) existuje integral fat f(x)dx
Jestlize existuje vlastni limita t

Jim [ fa)dr, (1)

a

pak fikame, ze nevlastni integrdl [° f(x)dx konverguje (existuje). Existuje-li nevlastni integral, pak
ho definujeme vztahem 00 t
/ f(z)dr = lim [ f(x)dx
a t—00 a
Je-li limita (1) nevlastni nebo neexistuje, fikdme, ze nevlastni integrdl diverguge.

Deﬁnice 2.3 Necht je funkce f definovand na (—oo,b > a necht V¢ € (—oo,b) existuje integral
ft x)dz. Jestlize existuje vlastni limita

b
lim / f(z)dz, (2)
t——o0 [y
pak tikame, ze nevlastni integrdl f_boo f(z)dz konverguje (existuje). Existuje-li nevlastni integral, pak
ho definujeme vztahem b b
/ f(x)dx = lim / f(x)dx
—00 t——00 Jy
Je-li limita (2) nevlastni nebo neexistuje, fikdme, ze nevlastni integrdl diverguge.

Definice 2.4 Necht je funkce f definovana na (—oo,c0) a necht konverguji nevlastni integraly

L/@f@ﬂz (3) / e (4),

kde c € R. Pak tikdme, ze nevlastni integral f f(z)dz konverguje (existuje) a definujeme ho vztahem

/ flx da:—/oo da:—i—/ f(z)dz, ceR.

Diverguje-li aspon jeden z integrali (3) a (4), pak fikdme, ze nevlastni integral ffooo f(x)dx diverguge.

2.2 Nevlastni integraly vlivem funkce

Definice 2.5 Necht je funkce f definovand na omezeném intervalu < a,b) a neni omezena na zadném
levém okoli bodu b, pficemz pro kazdé t €< a,b) existuje integral f;’ f(z)dz. Jestlize existuje vlastni

limita t
o lim [ f(z)dz, (5)
t—b= Jq
pak fikdme, Ze nevlastni integrdl f: f(x)dx konverguje (existuje). Existuje-li nevlastni integral, pak ho
definujeme vztahem b t
/ f(x)dx = lim f(x)dx
t—b= Jq

Je-li limita (5) nevlastni nebo neexistuje, fikdme, ze nevlastni integrdl diverguje.

Definice 2.6 Nechf je funkce f deﬁnované na omezeném intervalu (a b >, neni omezend na zadném

pravém okoli bodu a a necht pro kazdé t € ( a b > existuje integrél ft x)dx. Jestlize existuje vlastni
limita )
lim f (6)

t—a*t
pak rikdme, ze nevlastni integrdl f; I (a;)da: konverguje (existuje). Existuje-li nevlastni integral, pak ho
definujeme vztahem b b

/ f(z)dz = lim f(x)dx

t—at Jy

Je-li limita (5) nevlastni nebo neexistuje, fikdme, ze nevlastni integrdl diverguge.



Definice 2.7 Necht je funkce f definovana na omezeném intervalu < a,b >, neni omezend na zadném
okoli bodu ¢ € (a,b) a necht konverguji nevlastni integraly

"tz () a b fx)de  (8).
/ /

Pak fikdme, ze nevlastni integrdl ff f(z)dz konverguje (existuje) a definujeme ho vztahem

/abf(x)d:r - /acf(a:)d:r +/be(a:)d:1:

Diverguje-li alespori jeden z integrala (7) a (8), pak fikdme, ze nevlastni integrdl f; f(x)dx diverguge.

2.3 Vypocet neurcitych integralu

Jestlize zndme primitivni funkci F' k funkci f na uzavieném intervalu neobsahujicim singularni body
. oy . b o . . ) .
integrace, mtzeme nevlastni integral fa f(z)dx pocitat pomoci modifikovaného Leibniz-Newtonova
vzorce.

2.3.1 Nevlastni integraly vlivem meze

t—o00 t—o0

[ = im </ ) ) = fim (F(@)E) = Jim (F() - F@) = Jin () - Fla)

/ ’ f(z)dz = lim < / fla da;> — lim ([F(g;)]f)z lim (F(b)— F(t)) = F(b)— lim F(t)

t—— _ e
— 0o o) t——o0 t o]

/ f(z da:—/ f(z da:—l—/ f(z a:—hm ttf()dx—i-uli_}ngo/cuf(a:)da::

— (F(o) = 1im_F()) + ( lim F(u) — F()) = Tim F(u)~ lim F(!

U—00 U—00

2.3.2 Nevlastni integraly vlivem funkce

Nechf f neni omezend na zddném okoli bodu b:

b t
/ f(z)dz = lim f(z)dz = lim ([F(a:)]fl) = lim (F(t) — F(a)) = lim F(t) — F(a)

t—b~ Jq t—b— t—b— t—b—

Nechf f neni omezend na zadném okoli bodu a:

b b
/ f(x)dz = lim f(x)dz = lim ([F(az)]?) = lim (F(b) — F(t)) = F(b) — lim F(t)

t—at J t—at t—at t—at

Necht f neni omezena na zadném okoli bodu ¢ € (a,b):

t—c™ Jq u—ct Jy

b c b t b
/ f(a:)d:z::/ f(x)d:z:—i—/ f(z)dx = lim | f(x)dz+ hm f(z)dx =

- ( lim F(t) F(a)) + (F(b) ~ lim F(u)) — F(b) + lim F(t) — lim F(u) — F(a)

t—c— u—ct t—c— u—ct



2.4 Zobecnéni

Uvazujme funkci f a interval (a,b) s vice singuldrnimi body integrace. Rozdélme interval (a,b)
pomoci bodiia =cy < c1 < cg < -+ < cp1 < ¢, = b tak, aby kazdy z integralt

(*) /:lf(a:)dx Vi=1,...n

obsahoval jen jeden singularni bod integrace.
Potom rikdme, Ze nevlastni integral f: f(z) dx konverguje, jestlize konverguji vSechny integraly (x).
V tomto pripadé€ pak definujeme

b n c;
/a f(:v)da::;/(:i_l f(z)dx

Jestlize alespon jeden z integrala () diverguje, pak fikdme, ze nevlastni integrél fab f(x) dx diver-
guje.
2.5 Geometricka interpretace nevlastnich integrala

Je-li funkce f nezdpornd na intervalu (a,b), mizeme nevlastni integral (pokud konverguje) chapat
jako obsah pfislusného neomezeného rovinného obrazce M, kde

M = {(z,y) € R%z € (a,),0 <y < f(z)}.

2.6 Poznamky

Konvergentni nevlastni integraly maji stejné zakladni vlastnosti jako vlastni integraly, tj. plati pro
né napi. véta o linearité, monotonii nebo aditivite.

Existuje cela fada kritérii konvergence nevlastnich integrald, tj. podminek, za kterych nevlastni
integraly konverguji (viz napt. Rektorys: Pfehled uzité matematiky).



