VI1I. Mocninné rady

Obsah

1 Posloupnosti a fady funkci
1.1 Zakladni pojmy . . . . . . . .o e e e
1.2 Stejnomeérnd konvergence . . . . . . ... oL o
1.3 Vlastnosti stejnomérné konvergentnich posloupnosti a fad funkei . . . .. ... ... ..

2 Mocninné rady
2.1 Obor konvergence . . . . . . . . oot e e e e
2.2 Zakladni vlastnosti . . . . .. .. L Lo
2.3 Rozvoj funkce v mocninnou fadu . . . . . . .. ...



1 Posloupnosti a fady funkci

1.1 Zakladni pojmy

Definice 1.1 Zobrazeni mnoziny N do mnoziny vSech funkci definovanych na intervalu I C R se
nazyvé posloupnost funkci na I nebo funkciondlni posloupnost na I a znaci se {f,(z)}5 ;.

Priklad: Uvazujme posloupnost {f,(z)}22; na

I =< 0,1 >, kde fu(x) = 2™ Vn € N, tj.
posloupnost {z, 2%, 23,...}. Grafy téchto funkci
(pron =1,..11) jsou znazornény na obrazku.
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Definice 1.2 (Bodova konvergence posloupnosti funkci)

e Necht {f,,(z)}5°; je posloupnost funkei definovanych na I a necht zy € I je libovolny bod. Jestlize
¢iselna posloupnost {f,(xo)}o2; konverguje, fikdme, ze (funkcionédlni) posloupnost {f,(z)}o>;
konverguje v bodé xg.

e Rikdme, Ze posloupnost {f,(x)}>2; bodové konverguje k funkci f(x) na intervalu I, jestlize kon-
verguje ve vSech bodech intervalu I, tj. jestlize ke kazdému = € I a kazdému ¢ > 0 existuje
no € N takové, Ze pro vSechna n € N, n > ng, plati |f,(z) — f(x)| < . V tom pfipadé pak piSeme
lim,, o fn(z) = f(z) na I nebo f,, — f na I.

Pozndmka: Cislo ng € N v definici z4visi na volbé &isla ¢ a také na volb& bodu z € I, tj. ng = no(e, ).
I pro stejné € tak miizeme pro riznd x dostat rtizna ng.

Definice 1.3

o Necht {f,(z)}>2, je posloupnost funkci definovanych na intervalu I. Symbol

S fule) = ful@) + fol@) + fal@) + ...
n=1

nazyvame nekonecnou tadou funkci na I nebo funkéni tadou na I.

e Posloupnost funkei {s,(z)}>2,, kde

n=1»

si(z) = fi(z)
so(w) = fi(z)+ fa(z)
s3(z) = fi(z)+ fa(z) + f3(2)

n

sn(@) = fi(@) + fol2) + - fale) = Y filx)

=1

se nazyva posloupnost cdstecnyjch soucti fady Y o~ 1 fn(x).



Definice 1.4 (Bodova konvergence fady funkci)

e Necht } 7, fu(z) je fada funkci definovanych na I a necht zy € I je libovolny bod. Jestlize
¢iselnd Fada Y o2 fn(xo) konverguje, fkdme, Ze (funkcionalni) fada > 2, fn(z) konverguje v
bodé xg.

e Jestlize posloupnost ¢asteénych souctis {s,(z)}>2 fady > " ; fn(x) konverguje na I, pak fikame,
ze fada Y o7 fn(x) bodové konverguje na I a funkci s(xz) = lim, .o sp(z) (definovanou na I
nazyvame soucet fady > -, fn(z) a piSeme Y 7, fn(z) = s(x) na I.

e (Alternativné: Rikdme, Ze fada > oo, fn(z) bodové konverguje k funkci s(z) ma intervalu I,
jestlize konverguje ve vSech bodech intervalu I. V tom piipadé pak piSeme > 2, f(z) = s(x)
na [.)

Definice 1.5 (Obor konvergence)

e Oborem konvergence posloupnosti funkci { f,,(z)}7° ; nazgvame maximalni mnozinu bodi = € R,
v nichz ¢iselnd posloupnost { f,,(Z)}72; konverguje.

e Oborem konvergence fady funkeiy " | fn(x) nazyvime maximalni mnozinu bodd T € R, v nichz
¢iselnd fada Y o2 | f,(T) konverguje.

1.2 Stejnomérna konvergence

vvvvvv

jednotlivych ¢lent posloupnosti nebo rady prenasi také na limitni funkci, resp. soucet fady. Neni napft.
problém ovéfit, ze limita posloupnosti, resp. soucet fady, nezdpornych/nekladnych funkci je neza-
porné/nekladna funkce (ale limita, resp. soucet, kladnych/zapornych funkci nemusi byt kladna/zapornd).
Analogicky se prenasi vlastnost monotonie (ale ne vlastnost ryzi monotonie). Naopak u nékterych dal-
Sich vlastnosti, zejména napf. spojitosti, je tfeba pro preneseni této vlastnosti na limitu, resp. soucet,
stanovit dalsi podminky. Ukazuje se, Ze pojem bodové konvergence je na toto pfenaseni prilis slaby, a
proto se uvazuje silnéjsi typ konvergence, tzv. stejnomernd konvergence.

Definice 1.6 (Stejnomérna konvergence posloupnosti funkci)

Rikdme, Ze posloupnost {f,(z)}>, konverguje stejnomérné k funkci f(z) na intervalu I, jestlize ke
kazdému £ > 0 existuje ng € N tak, ze pro vSechnan € N, n > ng, a vSechna x € I plati | f,,(z)— f(x)| <
e. Piseme f, = fna I.

Geometricky vyznam stejnomérné konvergence f,, = fspociva v tom, Ze od urcitého indexu ng uz
vSechny dalsi ¢leny posloupnosti lezi v e-okoli limitni funkce, tj. Ze jejich grafy na intervalu I lezi mezi
grafy funkci f(z) —e a f(x) +e.

Srovnani bodové a stejnomérné konvergence posloupnosti funkci:

* Bodovéa konvergence f, — f

Ve>0Veel IngeNVneN n>ng : |folz) — flz)| <e

* Stejnomérné konvergence f, = f

Ve>0 dnpeNVeel Vne N, n>ng : |folz) — f(z)| <e

V symbolickém zapisu se od sebe oba pojmy lisi "pouze” v poradi kvantifikatort. Z hlediska vlast-
nosti obou typt konvergence je tento zdanlivy detail naprosto zasadni. V ptipadé bodové konvergence
zavisi ¢islo ng na volbé ¢isla € a bodu = € I, kdezto u stejnomérné konvergence ng zavisi pouze na e,
tj. je univerzalni pro vSechna x € I. Pfimo z definic je ziejmé, Ze ze stejnomérné konvergence plyne
bodova konvergence; opac¢na implikace obecné neplati!



Definice 1.7 (Stejnomérna konvergence rad funkci)
Rikéme, ze fada > oo | fn(z) konverguje stejnomérné k souétu s(z) na intervalu I, jestlize posloupnost
{sn(x)}22 jejich ¢asteénych souctt stejnomérné konverguje k funkei s(z) na I.

Poznamka: Stejnomérnou konvergenci nevysetfujeme podle definice, ale pouzivame tzv. kritéria stej-
nomeérné konvergence - viz literatura.

Jako priklad takového kritéria uvedeme tzv. Weierstrassovo kritérium, které vyuziva konvergence
¢iselné rady:

Véta 1.1 (Weierstrassovo kriterium stejnomérné konvergence)

Necht {fn(x)}22, je posloupnost funkci na I. Necht existuje posloupnost nezapornych cisel {an}o2
takovd, Ze fada Y oo | an konverguje, a necht pro vSechna x € I a vSechna n € N plati |f,(z)| < an.
Potom tada Y~.7 | fn(z) konverguje stejnomérné na intervalu I.

1.3 Vlastnosti stejnomérné konvergentnich posloupnosti a fad funkci

vvvvvv

sloupnosti a fad funkci.

Véta 1.2 Jestlize f, = fna I a jestlize jsou vSechny funkce fn(x) na I spojité, pak je na I spojitd
také limitni funkce f(x).

Véta 1.3 Necht tada funke? > 0" | fn(z) stejnomérné konverguje na I a md na I soucet s(z). Jsou-li
vSechny funkce fn(x) na I spojité, pak je na I spojita také funkce s(x).

Véta 1.4 Necht tada funkcei > 02 | fn(z) stejnomérné konverguje na intervalu I =< a,b > a md na I

soucet s(x). Jsou-li vSechny funkce f,(x) na I integrovatelné, pak je na I integrovatelnd také funkce
s(z) a plati

/abs(a:) dx = g:l/ab fo()dz, tj. /ab (g:l fn(g;)) dr — g:l/ab fol() da

Véta 1.5 Necht {f,,(x)}72 je posloupnost funkct, které maji na otevieném intervalu I derivaci. Necht
>0 fu(x) konverguje na I a necht Y .7 fr(x) konverguje stejnomérné na I. Potom md funkce
s(x) = Y07 fulx) derwaci na I a plat?

$(x)=>_ fu(x), 1. (Z fn<x>) => fu(2)
n=1 n=1 n=1



2 Mocninné rady

Definice 2.1 Necht {a,}5°, je posloupnost realnych ¢isel a ¢ libovolné realné ¢islo. Mocninnou radou
se stredem v bod€ xqy a koeficienty a, nazyvame funkcionalni radu

o
Zan(x—xo)”:ao—i-al(a:—xo)+a2(x—aco)2+...+an(az—:1:o)”+...

n=0

Pozndmka: Substituci y = x — x¢ 1ze mocninnou fadu Y 7 | a,(z — xo)" se stiedem v bodé x( prevést

na mocninnou fadu Y .2 | a,y" se stfedem v pocatku. Stadi proto vySetfovat vlastnosti mocninnych
fad se stredem v pocatku.

2.1 Obor konvergence

Definice 2.2 Oborem konvergence mocninné fady » .. ; a,2z™ je mnozina vSech bodi z € R takovych,
ze Ciselna fada 7 ; a,Z" konverguje.

Véta 2.1 KazZdd mocninnd Tada konverguje ve svém stredu a md soucet ag.

Véta 2.2 Ke kazdé mocninné fadé Y > | apx™ existuje jediné cislo 1 €< 0,00 > takové, Ze fada

absolutné konverguje pro |x| < r a diverguje pro |x| > r.

. . ¥ /o x ;2 v . ‘v o) n
Definice 2.3 Cislo r z piedchozi véty se nazyva polomér konvergence mocninné fady Yo 0" 2
interval (—r,r) se nazyva interval absolutni konvergence fady Y oo | apx™.

Pro mocninnou fadu ), ; a,2" nastéva pravé jedna z nésledujicich moznosti:
(1) »=0 ... fada konverguje pouze ve svém stfedu, tj. pro z =0
(2) 7 =00 ... fada konverguje pro Vx € R
(3) r € (0,00) ... fada konverguje na intervalu (—r,r) a na intervalech (—oo,—r) a (r,00) diverguje
Véta 2.3 Polomér konvergence mocninné fady Y~ | apx™ lze uréit jednim z ndsledujicich zpusobi:
a) =%, kde A =limsup,_,, {/]an]
b) existuje-li lim, oo {/]|an] = A, pak r = %

an+41
a

¢) existuje-li lim,,_, =\, pakr= %

2.2 Zakladni vlastnosti

Necht » > 0 je polomér konvergence a J = (—r,r) interval absolutni konvergence mocninné rady
o n
Zn:l A"

Véta 2.4 Rada Y 2, a,a™ stejnomérné konverguje na kazdém uzavieném intervalu < a,b >C J.

Véta 2.5 (Abelova véta)
Soucet tady s(x) je funkce spojitd na intervalu J. Konverguje-li fada v koncovém bodé —r (resp. v
bodé r), pak je funkce s(x) spojitd v bodé —r zprava (resp. v bodé r zleva), tj. plati

[o¢] o
lim s(z)= lim E anxnzg an(—r)"
z——rt r——rt
n= n=0
o o
resp. lim s(z) = lim g apx"™ = g apr”
r—r— r—r—
n=1 n=0



Véta 2.6 Mocninnou radu lze na intervalu J derivovat a integrovat ¢len po clenu, tj. Vo € J plati

o0 / o
E apx™ | = E anx" E anx™”
n=1 n=1

/ (Z ant”> dt = Z (/: ant” dt) — g“nzi

n=1

Piitom obé fady na pravych strandch magi stejny polomér konvergence jako vijchozi fada y .7 | apx™.

Véta 2.7 Soucet mocninné fady s(x) je funkce, ktera md na intervalu J derivaci libovolného tddu.
ProVz € J a Vk € N navic plati

Zk'( )anaz -

2.3 Rozvoj funkce v mocninnou radu

Definice 2.4 Necht je funkce f definovana na néjakém okoli U(zy) bodu zy € R. Jestlize Va € U(xg)
plati f(z) = >_.2 an(z — z0)", pak fikdme, Ze funkci f lze na U(zg) rozvinout v mocninnou Fadu se
stredem v bodé xg.

Definice 2.5 Necht mé funkce f v bodé xg derivace vSech fadi. Mocninnd fada tvaru

> f(n) x " "oy
Z fT(!@(x — o) = (o) + /(o) x — m) + L ;! D (o) + L é! 2 — )+ ...

se nazyva Taylorova Tada funkce f v bodé x.

(n) (o

Je-li zy = 0, pak se tato Fada nazyva Maclaurinova Tada funkce f (a ma tedy tvar > °

Véta 2.8 Necht md funkce f v bodé xy derivace vsech Tddi. Potom na intervalu I obsahujicim bod

xg plati rovnost
x) = ;} o (x — x)

pravé tehdy, kdyz pro posloupnost {R,(x)} zbytki v Taylorové vzorci plati lim, .. Ry(z) = 0 pro
vSechna = € 1.



Pozndamka: Rozvoje nékterych vyznaénych funkci v Maclaurinovu fadu

2 3 )

¢ _ ror o T _\Z _
et = 1+1!+2!+3!+...—Zn! x € (—00,00)
n=0
] T 1,3 x5 oo . x2n+1
B o0 220
cosr = I—E—I-Z—...:Z(—l)”@n)l x € (—o0,00)
n=0
(e}
o« o' ay o B o'
1+z)* = 1—|—<1)x—|—(2>m —i—...—nz;)(n)x” ze(—-1,1)
22 28 o0 gl
In(l+z) = 13—74—?—...—1;)(—1) ] z e (—1,1)
14z 73 75 e p2n+l
| = 2 —+—+...] =2 -1,1
T <$+3+5+> §2n+1 ze(-L1)
CH 1—x+$2—...:i(—1)”x” r € (—1,1)
1+ =
oo
1 = 1-a2?4+2"— ... = Z(—l)”x% z € (—1,1)
T+a2 T ’
n=0
23 b o0 2+l
arctg x T -t nz;)( )Qn—l—l re<—1,1>

Pozndmka: Piiklady pouziti rozvoji funkce do mocninné fady

priblizny vypocet funkénich hodnot
urcovani funkénich hodnot logaritmt
vypocet limit

priblizny vypocet integrald

feSeni diferencidlnich rovnic



