I. Metrické prostory
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1 Zakladni pojmy

Definice 1.1 MnoZinu vSech uspotddanych dvojic (z,y), kde x,y € R nazveme rovinou (dvojroz-
mérnym prostorem) a oznacime ji R?. Kazd4 usporddana dvojice (z,y) se nazyva bod roviny a ¢isla
x,y se nazyvaji souradnice tohoto bodu. Dva body v roviné (z,y) a (u,v) povazujeme za shodné
(totozné), pravé kdyz x = u a y = v.

Zvolime-li v R? kartézskou soustavu soufadnic, mizeme kazdému bodu z R? jednoznaéné piifadit
uspotradanou dvojici realnych ¢isel a naopak, kazdé usporadané dvojici realnych cisel prifadime praveé
jeden bod z R? (tzv. bijekce).

Definice 1.2 Mnozinu vSech uspotadanych trojic (z,y, 2), kde x,y, z € R nazveme prostorem (troj-
rozmérnym prostorem) a oznacime ji R3. Kazd4 usporaddand trojice (z,y, z) se nazyva bod prostoru a
Cisla x,y, z se nazyvaji souradnice tohoto bodu. Dva body v prostoru (z,y, z) a (u, v, w) povazujeme
za shodné (totozné), pravé kdyz r = u, y = v a z = w.

Po zavedeni kartézské soustavy soufadnic lze kazdému bodu z prostoru R? jednoznacné prifadit
uspofadanou trojici realnych cisel a naopak.
2 Meéreni vzdalenosti, metricky prostor

Vzdalenost mezi dvéma prvky je pojem relativni a miizeme ji mérit riizné v zavislosti na daném
prostoru a konkrétni predstave. VSechny ”druhy” vzdéalenosti maji ale n€kolik spole¢nych vlastnosti:

Definice 2.1 Necht X # () je libovolnd mnoZina a p zobrazeni z X x X do R, které mé pro vSechna
X,Y, Z € X nésledujici vlastnosti:

L. p(X,Y)>0 ... nezapornost
2. p(X,)Y)=0< X =Y ... definitnost
3. p(X,Y) =p(Y, X) ...symetrie
4. p(X,Y) < p(X,2Z2)+ p(Z,Y) ... trojihelnikova nerovnost

Potom usporadané dvojice (X, p) se nazyva metricky prostor, zobrazeni p : X x X — R se nazyva
metrika prostoru (X, p) a ¢islo p(X,Y") se nazyva vzddlenosti prvki X a'Y v prostoru (X, p).

Pozndmka: Na kazdé neprazdné mnoziné X lze zadat celou fadu riznych metrik. Dostaneme tak
rizné metrické prostory, které budou mit stejnou zakladni mnozinu, tzv. nosic, ale v kazdém z nich
budeme jinym zptsobem mérit vzdalenosti.

Na mnoziné R? lze definovat mj. nasledujici metriky
( X7Y € RZ, X = (ajlaxZ)’ Y = (y17y2)):

p(X,Y) =/ (y1 — 21)2 + (2 — 22)? .. .eukleidovska vzdalenost

p(X,Y) = |1 — x1] + |y2 — 22 ... tzv. listonosské vzdélenost



Pm(X,Y) = max{|y; — x1|, |y2 — 22|} ... tzv. maximalni vzdélenost

Tyto metriky lze p¥irozené rozsifit na mnozinu R3
( XaY € R37 X = (.Tl,xg,.fﬂg), Y = (y1>y2ay3)):

p(X,Y) =/ (y1 — 21)2 + (y2 — 22)2 + (y3 — 3)2 ... eukleidovské metrika
p(X,Y) = |y1 — 1| + |y2 — xo| + |yz — x5 ... tzv. oktaedrickd metrika
Pm(X,Y) = max{|y1 — x1|, |y2 — x2|, lys — 23|} ... tzv. kubickd metrika

3 Okoli v metrickém prostoru

Definice 3.1 Necht a € (X, p) a ¢ > 0. Mnozinu v8ech bodi z € (X, p), pro které plati p(z,a) < ¢
nazyvame e-okolim bodu a v prostoru (X, p) a znacime ji U(a, €); tj.

U(a,e) = {x € (X,p); p(x,a) < e}.
Redukovangm e-okolim bodu a v prostoru (X, p) nazgvime mnozinu
U (a,e) ={x € (X,p); 0 < p(x,a) < e}

Priklad:
Jak vypada U(a, €) v prostorech (R?, p), (R?, p;) a (R?, p,n) ?
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4 Zobecnéna koule

Definice 4.1 Necht a € (X, p) a € > 0. Potom

e mnozina Q(a,e) = {z € (X,p); p(r,a) < €} se nazyva oteviend koule (zobecnénd oteviend
koule) se stredem v bodé a a polomérem € (tj. Q(a,e) = U(a,¢));



e mnozina Q(a,c) = {x € (X, p); p(x,a) < £} se nazyva uzaviend koule se stiedem v bodé a a
polomeérem ¢;

e mnozina S(a,e) = {x € (X, p); p(x,a) = €} se nazyva sféra se stredem v bodé a a polomérem
E.

Piklad: B
Jak vypada uzaviend koule Q(a, €)) v prostorech (R?, p), (R?, p;) a (R?, p,,) ?

(R’.p) (R’.p) (R’.p,)

5 Neékteré vyznacné body a mnoziny metrického prostoru
Definice 5.1 Necht X' je metricky prostor s metrikou p.

e Necht A C X. Bod a € A se nazyva vnitinim bodem mnoZiny A, jestlize existuje okoli U(a)
bodu a tak, ze U(a) C A. MnoZina vSech vnitinich bodi mnoZiny A se nazyva vnitiek mnoZiny
A a znadi se A° nebo intA.

e Mnozina A se nazyva oteviend, jestlize A = A°.

e Necht A C X. Bod a € X se nazyva hromadnym bodem mnoZiny A, jestlize kazdé jeho re-
dukované okoli obsahuje aspon jeden bod y € A (nebo ekvivalentné, jestlize kazdé jeho okoli
obsahuje nekone¢né mnoho bodt z mnoziny A). Mnozina vSech hromadnych bodi mnoziny A
se nazyva derivace mnoziny A a znaci se A’.

e Bod a € A, ktery neni hromadnym bodem mnoziny A se nazyva izolovanym bodem mmnoZiny

A.



e Necht A C X. Potom se sjednoceni A U A’ nazyva uzdvér mnoziny A a znadi se A.
e MnozZina A se nazyva uzavrend, jestlize A = A.

e Necht A C X. Bod a € X se nazyva hranic¢nim bodem mnozZiny A, jestlize kazdé jeho okoli
obsahuje aspon jeden bod z A a asponi jeden bod z X \ A. MnozZina v8ech hrani¢nich bod
mnoziny A se nazyva hranice mnoZiny A a znaci se h(A) nebo bd(A).

Necht (X, p) je metricky prostor koneéné dimenze. Potom mizeme definovat nasledujici vlastnosti
mnozin:

e Mnozina A C X se nazyva souvisld, mizeme-li kazdé jeji dva body spojit lomenou c¢arou, ktera
cela lezi v A.

Oteviena souvisla mnozina A C X se nazyva oblast.

Mnozina A C X se nazyva omezend, jestlize existuje ¢islo K > 0 tak, ze A C (0, K).

Mnozina A C X se nazyva kompaktni, je-li uzaviena a omezena.

Mnozina A C X se nazyva konvexni, lze-li kazdé dva jeji body spojit tiseckou lezici v A.



