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3 Limita funkce

3.1 Limita funkce v bodé

Definice 3.1 Nechf ¢ € R je hromadnym bodem defini¢niho oboru funkce f. Rikdme, ze funkce f
md v bodé c vlastni limitu a € R, jestlize
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Definice 3.2 Nechf co (resp. —c0) je hromadnym bodem definiéniho oboru funkce f. Rikdme, 7e
funkce f md vlastni limitu a € R v (nevlastnim) bodé oo (resp. —o0), jestlize

Ve>0 JKeR VeeDf z>K:|f(xr)—a|l<e

(resp. Ve>0 JKeR VeeDf z<K:|f(z)—a<e )

lim f(z)=a lim f(z)=a
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Definice 3.3 Nechf ¢ € R je hromadnym bodem defini¢niho oboru funkce f. Rikdme, ze funkce f
ma v bodé ¢ nevlastni limitu oo (resp. —o0), jestlize

VKeR 35>0 VeeDf O0<|z—c/<d: flx)>K

(resp. VKeR 36§>0 VeeDf O0<|z—c|<d: flx)<K )

lim f(x) = o0 lim f(x) = —o0
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Definice 3.4 Necht oo je hromadnym bodem defini¢niho oboru funkce f. Rikdme, ze funkce f md
nevlastni limitu co (resp. —oo) v nevlastnim bodé oo, jestlize

VKeR IMeR VexeDf x>M: f(x)>K

(resp. VKeR IMeR VeeDf z>M: f(zr) <K )

Definice 3.5 Nechf —oco je hromadnym bodem defini¢niho oboru funkce f. Rikdme, ze funkce f md
nevlastni limitu oo (resp. —o0) v nevlastnim bodé —oo, jestlize

VKeR IMeR VeeDf xz<M: flx) > K
(resp. VKeR IMeR VeeDf z<M: f(zr) <K )

3.2 Jednostranné limity

Definice 3.6 Necht ¢ € R je hromadnym bodem definiéniho oboru funkce f zleva (resp. zprava).
Rikéme, Ze funkce f md v bodé ¢ vlastni limitu a € R zleva (resp. zprava), jestlize

Ve>0 30>0 VeeDf c—d<z<c:|f(x)—al<e
(resp. Ve>0 30>0 VeeDf c<z<c+d:|f(x)—a|l<e )
Analogicky lze definovat i nevlastni jednostranné limity.
Véta 1 Necht ¢ je hromadngm bodem definiéniho oboru funkce f. Potom

lim f(z) =a 1. existuji obé jednostranné limity
T—C - 2. lim$_,c+ f(x) = ]jm$_>07 f(x) =a



3.3 Vlastnosti limit funkci

Véta 2 Kazdd funkce md v bodé nejvyse jednu limitu.
Veéta 3 Konstantni funkce md limitu v kaZdém bodé sveho definicniho oboru.

Véta 4 UvaZujme funkce f a g. Necht ¢ € R* a necht existuje P(c) (tj. redukované okoli bodu c)
tak, ze U*(c) N Df = U*(c) N Dg # (. Necht ddle pro vdechna x € U*(c) N Df plati f(x) = g(x).

Potom lim,_,. f(x) ezistuje prdvé tehdy, kdyz existuje lim,_,. g(x) a pritom se obé limity rovnaji.

Véta 5 Nechtlim, .. f(z) = a € R (vlastni limita v bodé c). Potom existuje redukované okoli U*(c)
tak, Ze f je omezend na mnoziné U*(c) N Df.

Véta 6 (Algebraické operace s limitami) Necht ¢ je hromadnym bodem defini¢nich obori funkci
f a g. Necht existuji limity lim,_,. f(z) € R* a lim,_,.g(x) € R*. Potom plati

lim (f() £ g(x)) = lim f(z) £ lim g(x)
lim (f() - g()) = lim f() - lim ()

lim f(x)  limg_. f(x)

T—cC g( ) hmx%cg( )
lim | f ()| = | lim f(z)]

jestlize maji vyrazy na pravé strané smysl v R*.

Véta 7
lim f(z) =0 <= lim|f(z)|=
r—cC Tr—cC
li = li 1 =0
Véta 8 Necht lim,_.. f(z) =a #0 alim,_.. g(x) = 0. Potom
. f(x) 00 pokud sgn a = sgn g(z) na n&jakém U*(c)
lim ——+F = v 1.2 ,
z—c g(x) —00 pokud sgna = —sgn g(x) na néjakém U*(c)

Véta 9 Nechtlim, .. f(x) = 0 a necht je funkce g(x) omezend na néjakém redukovaném okoliU*(c).
Potom lim,_,. (f(z) - g(z)) =

Véta 10 (o limité& t¥i funkci) Necht pro funkce f, g a h plati
o f(z) <g(x) < h(x) na néjakém U*(c)
o cxistuji limity lim, . f(x) a lim,_,. h(z)
o Tim, . /(x) = lim, . h(z) =

Potom ezistuje i limita lim,_,. g(x) a plati lim,_,. g(z) = a.



3.4 Vypocet limit funkci

Véta 11 (o limité slozené funkce) Necht a,b,c € R*. Necht je sloZend funkce g o f definovand
na mnoziné {x € Df; f(x) € Dg} # 0. Necht

lim f(z) =a a lim g(y) = b.

e y—a
Necht je ddle splnéna alespori jedna z podminek
o czistuje U*(c) tak, Ze pro vSechna x € U*(c) N Df plati f(z) # a
e g(a)=0.

Potom existuje limita sloZené funkce go f v bodé ¢ a plati

lim g(f(z)) = b

r—cC

Dale se pfi vypoctu limit funkci pouzivaji véty uvedené v predchozi kapitole, znalosti vyznacénych
limit nékterych elementarnich funkci a také nékolik vzoreck:

lim — =0
r—too
0 pro0<ax<l1 oo prol<a<l1
lim a® = 1 proa=1 lim o* = 1 proa=1
Tr—0o0 r——00
oo proa > 1 0 proa>1
) 1\* ) 1
lim (14+—-) =e lim (1+z)> =e
z—too x z—0
In(1 i
lim 2D lim " = 1
z—0 €T z—0 T
-1 r—1
lim 2 =Ina, kde a € RT\ {1}, specidlng lim ¢ =1
x—0 x z—0 x



4 Spojitost funkce

4.1 Spojitost funkce v bodé

Definice 4.1 Necht ¢ € Df. Funkce f se nazyva spojitd v bodé c, jestlize pro vSechna € > 0 existuje
d > 0 tak, ze pro v8echna x € D f spliujici |z — ¢| < 0 plati |f(z) — f(c)| < ¢, tj.jestlize

Ve>0 30>0 VYezeDf |z—cl <d:|f(x)—flo))<e
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Véta 12 Necht d € Df je izolovanym bodem def. oboru funkce f. Pak je funkce f spojitd v bodé c.
Véta 13 Necht ¢ € Df je hromadngm bodem definiéniho oboru funkce f. Potom plati

f je spojitd v bodé ¢ < QIELmC f(x) = f(e)
Definice 4.2 Necht c € Df.

e Necht ¢ je hromadnym bodem D f zleva. Funkce f se nazyva spojitd zleva v bodé c, jestlize

Ve>0 30>0 VezeDf c—d<z<c:|f(x)—flc))<e

e Necht ¢ je hromadnym bodem D f zprava. Funkce f se nazyva spojitd zprava v bodé c, jestlize

Ve>0 30>0 VeeDf c<z<c+d:|f(x)—flc)]<e

fe) -

fspojita v c pouze zleva [f'spojita v ¢ pouze zprava [ neni spojita v c ani zleva ani zprava

Véta 14 Necht c € Df je hromadngm bodem Df zleva i zprava. Potom

f je spojitd v bodé ¢ <= [ je spojitd v bodé ¢ zleva i zprava



4.2 Vlastnosti funkci spojitych v bodé

Véta 15 Necht f je spojita v bodé ¢ € D f. Potom existuje okoliU(c) takové, Ze funkce f je omezend
naU(c)NDf.

Véta 16 Necht [ je spojitd v bodé ¢ € df a necht f(c) < 0 (resp. f(c) > 0). Potom existuje okoli
U(c) tak, ze f(x) < 0 pro vsechna x € U(c) N Df (resp. f(x) > 0 pro vsechna x € U(c)NDf).

Véta 17 Necht jsou funkce f a g spojité v bodé ¢ € Df N Dg(# (). Potom jsou v bodé ¢ spojité i
funkee f+g, f-g, L (pro g(c) #0) a|f|.

Véta 18 (o spojitosti slozené funkce) Necht je funkce f spojitd v bodé c € Df a necht je funkce
g spojitda v bodé y = f(c) € Dg (tj. plati Hf N Dg # ()). Potom je sloZend funkce f o g spojitd v bodé
c.

Véta 19 (o spojitosti inverzni funkce) Necht je funkce f prostd na Df a necht je spojitd v bodé
c € Df. Potom funkce f~1 (inverzni funkce k funkci f) je spojitd v bodé f(c).
4.3 Body nespojitosti

Definice 4.3 Nechf ¢ je hromadnym bodem Df. Rikdme, Ze funkce f md v bodé c odstranitelnou
nespojitost, jestlize

e existuje vlastni limita lim,_.. f(z) = a € R,
e existuje-li f(c), pak f(c) # a.

Definice 4.4 Rikame, ze funkce f md v bodé ¢ € R nespojitost 1.druhu (typu skok), jestlize existuji
vlastni jednostanné limity v bodé c, ale pfitom se nerovnaji, tj. jestlize

lim+ f(x) # lim f(x)

xr—cC T—Cc™
Definice 4.5 Rikdme, ze funkce f md v bodé ¢ € R nespojitost 2.druhu, jestlize aspon jedna jedno-
strannd limita v bodé c neexistuje nebo je nevlastni.
4.4 Spojitost funkce na mnoziné

Definice 4.6 (spojitost funkce na mnoziné) e Funkce f se nazyva spojitd na neprdzdné mno-
zin€ M C Df, jestlize je spojita v kazdém bodé mnoziny M. Je-li M = Df, f se nazyva spojitd
na definicnim oboru, kratce spojitd.

e Je-li M C Df interval s krajnimi body a a b, kde a < b, potom se funkce f nazyva spojitd
na intervalu M, jestlize je spojita v kazdém vnitinim bodé mnoziny M a pokud a € M, resp.
b € M, je spojitda v bodé a zprava, resp. v bod€ b zleva.

Véta 20 Kazdd zdkladni elementdrni funkce je spojitd (na Df.

Véta 21 Soucet, rozdil, soucin a podil dvou spojitych funkci, absolutni hodnota spojité funkce a
funkce sloZend ze dvou spojitych funkci jsou funkce spojite.

Véta 22 Kazdd elementdrni funkce je spojitd.
Véta 23 Je-li funkce spojita (na Df ), pak je spojitd na kaZdé podmnoziné svého definiéniho oboru.
Definice 4.7 Funkce f se nazyva po cdstech spojitd na intervalu I C Df, ma-li na intervalu [

nejvyse koneény pocet bodl odstranitelné nespojitosti a nespojitosti 1.druhu (skokil) a pfitom nema
zadné body nespojitosti 2.druhu.



4.5 Funkce spojité na uzavieném intervalu

Véta 24 (1. Weirstrassova) Necht f je spojitd na intervalu < a,b >. Pak je funkce f na < a,b >
omezend.

Véta 25 (2. Weierstrassova) Necht [ je spojitd na intervalu < a,b >. Pak funkce f nabyvd na
< a,b > svou nejuétsi i nejmensi hodnotu (tj. existuji body c¢,d €< a,b > takové, Ze

fle) =max{f(z); x €<a,b>} a f(d)=min{f(z);ze<a,b>})
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Véta 26 (1. Bolzanova) Necht f je spojitd na intervalu J. Necht a,b € J, a < b a necht f(a) -
f(b) < 0. Potom ezistuje aspo jeden bod & € (a,b) takovy, Ze f(§) = 0.
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Véta 27 (2. Bolzanova; o mezihodnoté) Necht f je spojitd na intervalu J. Necht a,b € J, a < b
a necht f(a) # f(b). Potom ke kazdému cislu ~y leZicimu mezi body f(a) a f(b) existuje aspori jeden
bod £ € (a,b) takovy, Ze f(§) = .
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