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7 Neurdity integral

Integralni pocet vznikl v navaznosti na diferencialni pocet na prelomu 17. a 18. stoleti. vzuziva
se ve fyzice, matematice, statistice, v ekonomickych a mnoha dalsich védéch (obsahy ploch, povrchy

Dvé opacné tulohy:
e k funkci f nalézt funkci (derivaci) F tak, aby f' = F (derivovani)

e k funkci f nalézt funkei (primitivni funkei) F' tak, aby F’ = f (integrovani)

7.1 Primitivni funkce a neurcity integral

Definice 7.1 Nechf jsou funkce f a F definovany na intervalu I C R. Rekneme, Ze funkce F je
primitivnt funkci k funkci f na intervalu I, jestlize

F'(z) = f(x) Vo eI
Véta 7.1 Ke kazdé funkci f spojite na I existuje primitivni funkce na I.

Véta 7.2 Je-li F' primitivni funkce k funkci f na I a ¢ € R libovolné cislo, potom kaZdd funkce
G(z) = F(z) + ¢, Yx € I je primitivnd funkci k f na I.

Véta 7.3 Jsou-li F' a G primitivni funkce k f na I, potom je funkce F' — G konstantni na I.

Definice 7.2 Neurcitym integrdalem funkce f na intervalu I nazyvame mnozinu vSech primitivnich
funkci k funkci f na I, tj. mnozinu

/f(x) dx = {F(z) + c; ¢ € R, F(z) je primitivni funkce k f}.

Proces nalezeni primitivni funkce k funkci f se nazyva integrovdni.

Pozndamka: 7 definice integralu pfimo plynou vztahy

[r@ar= s ([ i) = s



7.2 Metody vypoctu primitivni funkce

fadx = ax aeR,zeR
Jarde = f;:ll neN, zeR
Jade = i a€ R\ {1}, z € R*
J3de = In|z| z € R\ {0}
fe“’dx = e* reR
Javde = & a€R*\ {1}, z€R
[sinzdx = —cosx reR
fcosxdx = sinz reR
| wde = tgx zeR\{5 +k-7mkelZ}
[s=dr = —cotgz  zeR\{k-mkeZ}
1+%daﬂ = arctgzw reR
H%da? = -—arccotgxr w €R

f\/ll_7dx = arcsinzx r e (—1,1)
fﬁdz = —arccosx x € (—1,1)

Véta 7.4 Necht k funkcim f a g existuji primitivni funkce na I a necht ¢ € R. Potom funkce f £ g
a c - f magi primitiont funkce na I a plati

[ @ 29 do= [ fa)dnx [ ooy

/c-f(x)dx:c-/f(x)dx

Véta 7.5 (Metoda per partes) Necht funkce u a v maji na intervalu I spojité derivace u' a v'.
Potom plati

Véta 7.6 (Substitu¢ni metoda) Necht f(t) je spojitd na intervalu (a,b), necht funkce p(x) md
na intervalu (o, 5) spojitou derivaci a necht p(x) € (a,b) pro kazdé x € («, 3). Potom na intervalu
(a,3) plati

/ﬂﬂﬁ:/ﬂw@w¢@Mx
kde t = ().



7.3 Integrace racionalnich funkci

Integrujeme funkci P, (z)

kde P a @ jsou polynomy proménné x a @) # 0.

1. Pokud st.P > st.(), vydélime a dostaneme

Plz)
Q(z)

kde st.R < st.Q (tj. g je ryze raciondlni funkce).

R(x)
Q(z)’

= M(z) +

2. Funkci % rozlozime na parcialni zlomky (sou¢in = soucet)

3. Zintegrujeme jednotlivé parcidlni zlomky a pfipadné polynom M (z)

Integrace parcialnich zlomku

A
/ de=A-Injlz—a|+cceR
r—a«

A A 1
/md$:1_k'(1_a)k_l+C,C€R

B C B B
/de:—ln|x2+px+q|+(0——p arctg +c¢,ceR

1
2 2 2) /
T+ pr +q q_p; q_p;

7.4 Specialni substituce

R(x) ...racionélni funkce proménné x
R(z,y) ...racionélni funkce dvou proménnych z a y, tj.

P(z,y)
Qz,y)’

kde P a @ jsou polynomy dvou proménnych x a y, tj. jsou to funkce tvaru

R(z,y) =

P(z,y) = i iaija:iyj, kde a;; € R.

i=1 j=1

/R(eo"”) dx

Substituce: ¢t = e**, dx = édt

Substituce: t = Inz, dt = df



[ax + b
R(x, ¢ d
/ (=, cx+d) v
Substituce: t = ¢/%20 = . dr=...

/ R(cosx,sinx) dz

a) R(cosz,—sinz) = —R(cosz,sinx) ...lichd v sinx
Substituce: t = cosz, dt = —sinx dx
b) R(—cosz,sinz) = —R(cosz,sinz) ...lichd v cosz

Substituce: ¢t = sinx, dt = cosz dx

¢) R(—cosx,—sinz) = R(cosz,sinz) ...licha v obou
Substituce: t = tgz, x = arctgw, dv = zdt
(primitivni funkce hleddme na intervalu délky )

t 1
CcoST =

V142 V142

sinx =

d) Univerzélni substituce
Substituce: ¢ = tg3, v = 2arctg z, dv = 1+%dt
(primitivni funkce hleddme na intervalu délky 2m)
2t 1—¢
P COST = 175

sinx =

a>/mdx b>/¢md@~ @/de

(goniometrické a hyperbolické substituce)

a) Substituce: x = +|alcosht, z = |a|cotght; doz = ...
b) Substituce: z = |alsinh ¢, x = |altgt, v = |a|cotgt; dx = ...

c) Substituce: x = |a|sint, x = |a|cost, x = |altght; dx = ...

/R(x, Vax? + bx + ¢) dx

(Eulerovy substituce)

I. a>0...polozime vax? + bx + ¢ = £+/ax +t a vypolitame x = ..., dz = ...
II. ¢ >0 ...polozime vax? + bx + ¢ = xt + \/c a vypocitdme (pro z Z0!) x = ..., dx = ...

III. az? + bx + ¢ mé realné kofeny oy a aw; potom

Vax? +bxr +c=|r—ay- .

r — (1

a pouzijeme substituce stejné jako u 3.



Specielné pokud mame integral tvaru

P
/ (z) dz.
var? +br +c

kde P je polynom, pouzijeme tzv. algebraickou metodu Ostrogradského.

7.
/xm(a +bx™Pdx, m,n,peQ (binomicky integral)
I. peZ ...polozime x = t°, kde s je spolecny jmenovatel zlomkd m a n
I1. mT“ € 7Z ...polozime a + bz™ = t°, kde s je jmenovatel zlomku p a dopocitame z = ...
III. mT“ +p € Z (ax # 0) ...polozime ax™ 4+ b = t°, kde s je jmenovatel zlomku p a
dopocitame z = ...
8.

/cosax-sinﬁa:dx a, e

o o,fE€Z ...viz 4.

e o,3 &7 ...substituci z = sin® x pfevedeme na binomicky integral
1 a— -
5/(1—z)Tl 2T dz

a pouzijeme prislusné substituce

8 Urdity integral

8.1 Motivace a definice

Necht funkce f je nezédporné a omezend na
(omezeném) intervalu < a,b >.

Chceme urcit obsah plochy vymezené grafem
funkce f, pfimkami x = a, z = b a osou z.
Postup: plochu aproximujeme tutvary, jejichz
obsah umime snadno spo¢itat (viz obrazek).

a

Definice 8.1 Délenim uzavieného intervalu < a,b > nazyvame kone¢nou mnozinu bodt z < a,b >
D ={xy,21,...,2,} takovou, ze a = x9 < 1 < ... < 2,1 < T, = b. Body zg,1,...,x, se nazyvaji
délici body intervalu < a, b >; interval < x;_1, x; > se nazyva i-ty deélici interval; ¢islo Ax; = xv;—x;_1
se nazyva délka i-teho délictho intervalu.

Na kazdém intervalu < a,b > existuje nekone¢né mnoho riznych déleni; mnozinu vSech déleni
intervalu < a,b > oznacime jako D(< a,b >).



Definice 8.2 Nechf je funkce f omezend na intervalu < a,b > anecht D = {xo, 21, ..., x,} je n&jaké
déleni intervalu < a,b >. Ozna¢me pro vSechna i =1,...n

m; = inf {f(x); T ES Ti_1, T > } ...infimum funkce f na intervalu < z;_i,x; >,

M; = sup {f(x); T ES L1, T > } ...supremum funkce f na intervalu < z;_1,2; > .

Potom ¢islo . "
1=1 1=1

nazveme dolnim ( Riemannovym) souctem funkce f pii déleni D a ¢islo
i=1 i=1

nazveme hornim ( Riemannovym) souctem funkce f pii déleni D.

y y y

e
pm——————
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a

= Vv

s(,D) P b S(D) bx

Véta 8.1 Necht [ je omezend na intervalu < a,b > a necht Dy, Dy € D(< a,b >) jsou libovolnd.
Potom plati

m.(b_&) < S(faDl) < S(faDZ) < M’(b_&%
kde m = inf{f(x); x €< a,b >} a M =sup{f(z); x €< a,b>}.

Definice 8.3 Necht f je omezena na intervalu < a,b >. Potom se ¢islo
b
/ f(xz)dx =sup {s(f,D); D € D(< a,b>)}

nazyva dolni (Riemanniv) integrdl funkce f na intervalu < a,b > a ¢islo

/bf(x) dr = inf{S(f, D); D € D(< a,b >)}

nazyvéa horni (Riemanniv) integrdl funkce f na intervalu < a,b >.

Definice 8.4 Necht f je omezena na intervalu < a,b >. Jestlize

£ f(@) da = / (),

fikdme, Ze funkce f je Riemannovsky integrovatelnd na < a,b >, zna¢ime f € R(< a,b >). Spole¢nou
hodnotu dolniho a horniho Riemannova integralu nazyvame Riemannovym integralem funkce f na
intervalu < a,b >, zna¢ime

/a b f(z)dz  (ptipadné (R) /a ' f(x)dz ).



8.2 Podminky integrovatelnosti

Véta 8.2 (Nutna a postacujici podminka) Necht f je omezend na intervalu < a,b >. Potom
feER(<ab>) <= Ve>03aDeD(<a,b>):0<S(f,D)—s(f,D)<e

Véta 8.3 Necht f je monotonni na intervalu < a,b >. Pak f € R(< a,b >).

Véta 8.4 Necht f je spojitd na intervalu < a,b >. Pak f € R(< a,b >).

Véta 8.5 Necht [ je omezend na intervalu < a,b > a necht md na < a,b > jen koneéné mnoho
bodi nespojitosti. Pak f € R(< a,b >).

Véta 8.6 Necht f a g jsou omezené na intervalu < a,b > a necht f # g jen v koneéné mnoha
bodech z < a,b >. Potom

feER(<Ka,b>) <<= geR(<ab>)

8.3 Vlastnosti R-integralu

a) v zavislosti na funkci, kterou integrujeme

Véta 8.7 Necht f € R(< a,b>) a necht ¢isla k, K € R jsou takovd, Ze k < f(x) < K Vr €< a,b>.
Potom platt

k-(b—cos/ fa)de < K- (b— a)

Véta 8.8 Necht f,g € R(< a,b>). Potom také f + g € R(< a,b>) a plati

b

/ab (f(z) + g(z))dx = /abf(x) da:+/a g(x) dz

Véta 8.9 Necht f € R(< a,b>) aceR. Potomc- f € R(<a,b>) a plati

/abc-f(x)dx:c-/abf(x)dx

Véta 8.10 Necht f,g € R(< a,b>) a necht f(z) < g(x) Yx €< a,b>. Potom

/abf(x)dx < /abg(x)dx

Véta 8.11 Necht f € R(< a,b>). Potom |f| € R(< a,b>) a plati

}/abf(x)dx\ S/ablf(x)|dx

Véta 8.12 Necht f,g € R(< a,b>). Potom f-g € R(< a,b>).

Véta 8.13 Necht f,g € R(< a,b >) a necht Ic € R, ¢ > 0 tak, Ze g(x) > ¢ na < a,b >. Potom
LeR(<a,b>).



b) v zavislosti na intervalu, pfes ktery integrujeme

Véta 8.14 Necht a < ¢ < b, a,b,c € R, necht f € R(< a,c >) a f € R(< ¢,b >). Potom

feR(<ab>) aplati
b c b
/ (@) da :/ (@) dx+/ f(z)dz

Véta 8.15 Necht f € R(< a,b>) a <c¢,d >C< a,b>. Potom f € R(< ¢,d >).

Definice 8.5 (Doplnéni definice R-integralu) Necht f je definovana na uzavieném intervalu s
krajnimi body a a b.

e Jellia<ba feR(<a,b>), pak f; f(z) dx je definovan ve smyslu vyse uvedené definice.
e Je-li a = b, pak definujeme

/aaf(x)dxzo

e Jellib<aafeR(<b a>), pak definujeme

/abf(x)dx:—/baf(x)da:

Véta 8.16 (Newton-Leibnizuv vzorec) Necht f € R(< a,b>) a F je primitivni k f na < a,b >
a necht F je spojitd na < a,b >. Potom plati

8.4 Vypocet R-integralu

[ #a)da=FO) - Fla) = [F@)).

Véta 8.17 (Metoda per partes) Necht funkce u a v maji derivace na intervalu < a,b > a necht
u', v € R(< a,b>). Potom

/ab v (z)v(x) de = . [u(x)v(a:)}z - /ab u(x)v'(z) dx

'

u(b)v(b)—u(a)v(a)

Véta 8.18 (Substituéni metoda) Necht md funkcet = p(x) spojitou derivaci na < a,b > a necht
f je spojitd na Hy, (obor hodnot funkce ). Potom

b w(b)
[ o= [ sy

Pozndamka: P¥i zméné proménné (substituci) musime upravit i integracni meze!!!



8.5 Aplikace urcitého integralu

a) obsah utvaru v roviné

Méjme dvé integrovatelné funkce f a ¢ na intervalu < a,b >.
Necht f(x) > g(x) Vo €< a,b >.

y y

/

plocha mezi f a g = plocha pod f — plocha pod ¢

[ G -gm)ar = [ sy - [ s

vvvvvv

pomoci vyse uvedeného principu.

b) délka kiivky

Urc¢ime délku kiivky, kterd je ¢asti grafu spojité diferencovatelné funkce f na intervalu < a,b >.
y

z:/ VIt (@) da

Q - m e e e e = N -

S
=\

c) objem rota¢niho télesa

Uvazujme rovinny utvar omezeny grafem nezaporné spojita funkce f na intervalu < a,b > a osou

x. Rotaci tohoto utvaru kolem osy z vznikne rotacni téleso, jehoz objem je dan vztahem
y :

;o V:ﬁ-/be(x)dx

L >
Ll e b

Poznamka: PTi rotaci kolem osy y je objem vzniklého rotac¢niho télesa dan vztahem

b
V:27r~/ x- f(x)de

d) obsah rotac¢ni plochy

10



Necht f je spojité diferencovatelna funkce na intervalu < a, b >. Rotaci grafu funkce f na < a,b >

vznikne rotacni plocha, jejiz povrch je dan vztahem
y

:

S = o / f@) T+ (@) da

~
\a

Pozndmka: PTi rotaci kolem osy y je povrch vzniklé rota¢ni plochy dan vztahem

5:%-/ v /TE (P de

S
>
X

Q H---=--
fpl

11



