ITI. Funkce jedné proménné
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1 Definice a zakladni vlastnosti

1.1 Zakladni pojmy

S funkcemi se setkdvame vSude tam, kde zkoumame zavislost mezi dvéma nebo vice veli¢inami,
pri¢emsz tyto veli¢iny se obecné méni a jsou vazany jistym vztahem. Tento vztah jednoznacné urcuje
hodnotu jedné (nebo vice) veliiny v zavislosti na zbylé (zbylych) veli¢iné.

Funkce se uzivaji pfedevsim v technickych, pfirodnich, ekonomickych i jingch (nap¥. humanitnich)
védach, obcas i v bezném zivoté.

My se budem zabyvat specidlnim typem funkci a to redlnymi funkcemi jedné realné proménné.

Definice 1.1 Zobrazeni fmnoziny A C R do mnoZiny R (zapisujeme f : A — R) se nazyva redind
funkce jedné redlné promenné (zkracené budeme fikat jen funkce).

Cislo x € A se nazjva argument funkce f nebo nezdvisle proménnd. Cislo y € R se nazyva zdvisle
promeénnd. SkuteCnost, ze (x,y) € f, x € A, zapisujeme jako y = f(x), € A; ¢islo f(z) se nazyva
hodnota funkce fv bodé x € A (funkéni hodnota v bodé x).

Mnozina A C R se nazyva definicni obor funkce f a znac¢ime ho D(f) nebo Dy. Mnozina {y €
R;y = f(x),z € A} (tj. mnozina vSech funkénich hodnot funkce f) se nazyva obor hodnot funkce f
a znacime ho H(f) nebo Hy.

Pozndmka: Pro oznaceni funkci obvykle pouzivame pismena f,g,h, F,G, H,... nebo také pismena
fecké abecedy, z nich nejcastéji ¢ a 1.

Pozndmka: Funkci frozumime ptedpis (pravidlo, tzv. funkéni predpis), kterym je kazdé hodnoté
nezavisle proménné x € Dy C R pfifazena pravé jedna hodnota y = f(x) € Hf C R.

Definice 1.2 Grafem funkce fnazyvame mnozinu
{(z, f(x));z € Df} C R
Znacime ji G(f) nebo Gy nebo graf f.

Pozndmka: Grafem funkce je vlastné kfivka v roviné o rovnici y = f(z), kde « € Dy.

Reélnou rovinou R? rozumime kartézsky soucin R x R spolu se zavedenou kartézskou soustavou
soutadnic (po¢atek a dvé na sebe kolmé sooutradnicové osy = a y). Kazdy bod roviny je jednoznacéné
urcen svymi soufadnicemi a naopak.

Vzdalenosti bodd M a N v roviné budeme vzdy (pokud nebude Feceno jinak) rozumét tzv.
eukleidovskou vzddlenost d(M, N') danou vztahem

d(M,N) = /(21 — 22)% — (y1 — 2)?,

kde M = (z1,y1) a N = (22, y2). Rovina R? se proto ¢asto nazyva eukleidovskou rovinou.

1.2 Zadavani funkce

a) analyticky, tj. vzorcem (funkénim pfedpisem; rovnici nebo soustavou rovnic)

1. explicitné, tj rovnici y = f(z) (kde f(x) je vyraz v proménné x) a definicnim oborem Dy
2. implicitné, tj. rovnici F(z,y) = 0 a podminkami pro = a y
3. parametricky, tj soustavou rovnic r = ot)

= ()

kde ¢ a 1) jsou funkce nezavisle proménné ¢ majici stejny defini¢ni obor

4. misto kartézskych soutadnic (z,y) pouzijeme poldrni soutadnice r a ¢ bodu v roviné (r
je vzdalenost bodu od pocatku a ¢ je orientovany thel mezi kladnym smérem osy x a
pruvodi¢em daného bodu). Funkci mame potom ve tvaru r = g(¢) a dodavame podminky
(defini¢ni obor) pro r



b) tabulkou, tj zadani vyétem funkénich hodnot (z;, f(x;)), ¢ = 1,...,n. Pokud neni defini¢nim
oborem kone¢na mnozina, tak neni zadani funkce mimo body {z, ...,x,} pfesné a urcuje se
pouze priblizné (tfeba interpolaci). Zadani funkce tabulkou se pouziva zpravidla pfi experi-
mentélnich méfenich.

c) grafem - pouziva se predevsim v aplikacich a je nejméné vhodny pro dalsi matematické zpraco-
vani, protoze hodnoty odec¢itame z grafu pouze priblizné. Tento zptisob zadani dava nazornou
predstavu o prabéhu funkce.

d) kombinaci vyse uvedenych moznosti

Pozndmka: V piipadech a)2., a)3. a a)4. musime pfidat vidy podminky na funkce F,p, 1 a g tak,
aby tyto predpisy skuteénd uréovaly funkci. Napiiklad rovnice 2% + y? — 1 = 0 (tj. typ F(x,y) = 0)
neurcuje funkci, ale pokud pfidame podminku y > 0, dostaneme piedpis pro funkci.

Analyticky zptisob zadavani funkce je pro matematické ucely nejvhodnéjsi a proto se také uziva
nejcastéji.
Priklad: Funkce lze zadat vice zplisoby neboi rtizné pii stejném zptisobu:
x prozx >0

e explicitné = = V2 =
p f(x) = |z|, z € R nebo f(z) = Vz2, 2 € R nebo f(x) { —2 proz <0

implicitné  y— |z| =0,z € R, y € R

e parametricky
= |t

e grafem

v polarnich soufadnicich r € R, ¢ € {], %’r

tabulkou (nedplné zadani)

1.3 Globalni vlastnosti funkci

Definice 1.3 Funkce f se nazyva periodickad, jestlize existuje ¢islo p € R\ {0} takové, ze
a) r€Dy <= wx+peDy
b) f(x+p)= f(x) prokazdéx € Dy.

Cislo p se nazyva perioda funkce f. Nejmensi kladna perioda funkce f se nazyva primitivni perioda
funce f.

Pozndmka: Je-li p perioda funkce f, pak kazdé ¢islo k- p, kde k € Z\ {0} je také periodou funkce f.
Pri zkoumani vlastnosti periodické funkce se staci omezit jen na libovolny polouzavieny interval
délky p. Takovy interval se nazyva zdkkladni interval periodicity této funkce.

Definice 1.4 Funkce f se nazyva sudd (lichd), jestlize
a) xe€eDy <<= —x€Dy

b) f(—x) = f(x) prokazdé xec Dy (f(—x)=—f(x) prokazdéxc Dy).

Pozndamka: Definice pozaduje, aby definiéni obor sudé i liché funkce by symetricky kolem pocatku.
Graf sudé funkce je osové soumérny kolem osy y a graf liché funkce je stfedové soumérny kolem
pocatku soustavy soufadnic.

Uvazujme mnozinu M C Dy a M # 0.



Definice 1.5 Funkce f se nazyva prostd na mnoziné M, jestlize pro vSechny dvojice x1,x0 € M
plati

Ty # T2 S f(@1) # f(x2).
Pozndmka: Pozadavek prostoty lze ekvivalentné vyjadriit ve tvaru
f(l‘l) = f(l‘g) — Tr1 = T2.

Jestlize je f prostd na mnoziné M, potom kazda rovnobézka s osou x protina graf funkce f nejvyse
v jednom bodé.

f(z1) < f(z2)
. . . | f@1) > fla2)
Definice 1.6 Jestlize pro vSechna x1,x9 € M, x1 < 9 plati , pak se funkce f
f(@1) = f(x2)
f(z1) < f(x2)
rostouct
se nazyva Mesagici . na mnoziné M.
nerostouct
neklesajict

Definice 1.7 Funkce, ktera je rostouci, klesajici, nerostouci nebo neklesajici na mnoziné M, se
nazyva monotonni na mnozine M. Funkce, kterd je rostouci nebo klesajici na mnoziné M, se nazyva
ryze monotonni na mnozine M.

Definice 1.8 Funkce f se nazyva konstantni na M, jestlize ¥V x1,x2 € M plati f(z1) = f(x2).
Pozndmka: Je-li f konstantni na M, pak existuje konstanta a € R tak, ze f(z) =a Vx € M.
Definice 1.9 Funkce f definovana predpisem f(z) =0 Vaz € M, se nazyva nulovd na M.
Véta 1.1 Funkce, kterd je ryze monotonni na M, je prostd na M.

Véta 1.2 Je-li funkce f rostouct (resp. klesajici) na mnoziné M, pak je rostouci na kazdé podmno-
ziné mnoziny M obsahujict alesporni dva rizné body.

Definice 1.10 Funkce f se nazyva
e omezend shora na M, jestlize Ik € R tak, ze f(x) <k Vre M.
e omezend zdola na M, jestlize 3l € R tak, ze f(z) >1 Vr e M.

e omezend na M, jestlize je na M omezena shora i zdola zaroven.

Véta 1.3 Funkce [ je omezend na M prdvé tehdy, kdyz IK € R" tak, Ze |f(z)| < K Vre M,
tj. pravé tehdy, kdyz —K < f(x) < K Vze M.

Pozndmka: Nékteré typy funkci omezenych shora nebo zdola nulou maji specidlni nazvy:

o f(z)<0 VzeM ... funkce zaporna na M

o f(x) <0 VeeM ... funkce nekladnéd na M
o f(x) >0 VeeM ... funkce kladna na M

o f(x)>0 VeeM ... funkce nezaporna na M



Definice 1.11 Necht ¢ € M. Cislo f(c) se nazyva globdlnim mazimem (resp. globdlnim minimem)
funkce f na M, jestlize
(@) < f(e) VaeM,

c)
(resp. f(x) > f(c¢) Yz e M).
Znacime
f(¢) = max f(z) = max{f(z); x € M},
xeM
(resp. f(c¢) = min f(z) = min{f(z); z € M}).
xeM

Globalni maxima a globalni minima funkce f na M nazgyvame souhrnné globdinimi (absolutnimsi)
extrémy funkce f na M.

1.4 Algebraické operace s funkcemi

Definice 1.12 Rikdme, 7e funkce f a g si jsou rovny na M, jestlize f(x) = g(x) Vo € M. Jestlize
navic M = Dy = Dy, fikdme, ze f a g si jsou rovny. Znac¢ime f = g (na M).

Definice 1.13 Necht M = D; N D,. Potom
e souctem funkci f a g nazveme funkci f + g takovou, ze (f + g)(z) = f(z) + g(x) Vx € M,
e rozdilem funkci f a g nazveme funkci f — g takovou, ze (f — g)(z) = f(z) — g(z) Vx € M;

e soucinem funkci f a g nazveme funkci f - g takovou, ze (f - g)(x) = f(x)-g(z) Vz € M,

podilem funkci f a g (v tomto pofadi) nazveme funkci 5 takovou, Ze

Ny = 10 e at (o e bos o)
(D)=L werr e nyigw -0

absolutni hodnotou funkce f nazveme funkci | f| takovou, ze |f|(z) = |f(x)| Vax € Dy;

1.5 SloZena funkce

Definice 1.14 Necht funkce y = f(u) ma defini¢ni obor D a nechf funkce u = g(x) ma defini¢ni
obor D,. Jestlize H, C Dy, mizeme proménnou y povazovat za zavislou na proménné z, tj. za funkci
y = f(g9(x)) = (f o g)(x) s defini¢nim oborem D,. Funkce f o g se nazyva funkce sloZend z funkci f
a g (v tomto pofadi!). Funkce f se nazyva vnéjsi funkce a g se nazyva vnitini funkce slozené funkce

fog.

1.6 Inverzni funkce

Definice 1.15 Necht je funkce f prostd na Dy. Potom funkci f ~! nazgvame funkct inverzni k funkci
[, jestlize kazdému y € Hy piifazuje ¢islo x € Dy tak, ze y = f(x).

Pozndmka: Predpoklad, aby f byla prostd, je pro existenci inverzni funkce nezbytny (tzv. nutna
podminka existence inverzni funkce). Pro f a f~! plati, Ze Dy=Hy1aHy=Dyp.
2 Elementarni funkce

Existuje urcitd skupina funkci, které se nazyvaji zdkladni elementdrni funkce. Jsou to funkce
konstantni, mocninné, exponencialni a llogaritmické, goniometrické a cyklometrické, (hyperbolické a
hyperbolometrické).

Definice 2.1 Funkce se nazyva elementdarni funkce, jestlize ji lze vytvorit ze zakladnich elementar-
nich funkci pouze pomoci kone¢ného poctu algebraickych operaci nebo skladani.



77?7 Zédkladni elementarni funkce:. ...

Rozdéleni elementarnich funkeci:

( transcendentni

., iracionalni
elementarni , .
C celé racionalni
algebraické B o
ryze lomené racionélni

neryze lomené racionalni

racionalni

lomené racionéalni {
\

Definice 2.2 Elementarni funkce se nazyva algebraickd, jestlize je vytvorena pouze z konstantni
funkce a mocninné funkce 2%, o € Q \ {0}.

Definice 2.3 Algebraické funkce, které jsou vytvoiné pouze pomoci algebraickych operaci (tj. bez
sklddéni), se nazyvaji raciondalni. Ostatni algebraické funkce se nazyvaji iraciondlns.

Definice 2.4 Celou raciondlni funkci (polynomem stupné n, algebraickym mnohodélenem stupné n)
nazyvame funkci tvaru P(z) = a,2"” + ap_12" * + - -+ + a22? + a1x + ag, x € R, kde é&islo n € Ny se
nazyva stupen polynomu P a konstanty ag,aq,...,a, € R, a, # 0 se nazyvaji koeficienty polynomu.
Polynomy stupné n a stupnt nizsich nazyvame polynomy stupné nejvyse n.

Definice 2.5 Korenem polynomu P se nazyva takové realné nebo komplexni ¢islo a, ze P(a) = 0.
Véta 2.1 (Zakladni véta algebry) Kazdy polynom stupné n > 1 md alepori jeden koten.

Véta 2.2 Mad-li polynom P stupné n > 1 koten «, potom existuje polymon Q stupné n — 1 takovy,
e P(z) = (z —a)-Q(z) VzeR.

Definice 2.6 Vyraz (r — «) z predchozi Véty se nazyva korenovy cinitel polynomu P. Kofen o
polynomu P stupné n se nazyva k-ndsobny koten polynomu P (kde k < n), jestlize existuje polynom
Q stupné n — k tak, ze P(z) = (z — a)* - Q(z) Vx € R a piitom a neni kofenem polynomu Q.

Véta 2.3 (O rozkladu polynomu) Kazdy polynom P stupné n lze jednoznacné rozloZit na soucin
linedrnich a kvadratickyjch clent s redlnymi koeficienty

P(z)=an(z —a1)" - (v — )" - (@® + pro+ q1)* - (22 + pix + ¢)*,
kde
o ]Cl+k2+"'+kj+281+282+"'+28i:n;

® ap,...,q;  jsou vSechny navzdjem rizné redlné koreny polynomu P a
k1,...,kj jsou jejich ndsobnosti;

o kvadratické cleny nemaji redlné koteny, ale maji dvojici komplexné sdruzenych koteni s ndsob-
nostms si,...,S;.

Definice 2.7 Lomenou raciondlni funkci nazyvame algebraickou funkci typu
P(x)
Q(x)

kde P a @ jsou polynomy, pricemz () je stupné alespon 1. Jestlize stP < stQ), R se nazyva ryze
lomend raciondlni funkce; jinak se R nazyva neryze lomend raciondlni funkce.

R(x) =

Ve e R\ {z € R; Q(z) =0},



Véta 2.4 (Rozklad na parcialni zlomky) Necht R(z) = ggg ie ryze lomend raciondlni funkce,
jejiz citatel a jmenovatel nemaji stejné koreny. Necht

Qz) = an(x — ) - (x — )% - (2® + prr 4+ q1)™ - (2 + pir + q;)™.

Potom ezistuji (jednoznacné urcend) redlnd cisla A1y, ... A1y, ., Aj1, ... Ajg;, Bi, ... Bisy, -
Bil; e Bisia Cu, ce 01817 e ,Cﬂ, ce C’isi takova’, ze

*

A A A A A
R(X) = 1 + 12 +...+;klk+...+7ﬂ %

r—a; (r—aq)2 (x — )k T — (x — ay)fi

Bz +C Biyx + C Bis,x+C

n 211 o . 12 12 et 2151 15115 T

224+pr+q (@2 +prr+q) (2 + prz+ q1)%

Biix + Ci o Bisﬂ: + Cisi

2+ pix + q; (22 4+ piz + )%




