II. Funkce dvou proménnych
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1 Zakladni pojmy a vlastnosti

Déle budeme oznacenim R? (resp. R?) rozumét dvoj- (resp. troj-) rozmérny realny prostor s euk-
leidovskou metrikou.

Definice 1.1 Zobrazeni f mnoziny A C R? do mnoziny R (zapisujeme f : A — R) se nazyva redlnd
funkce dvou redlngch proménngch (zkracené budeme tikat jen funkce dvou proménngch ).

Cisla z, y se nazyvaji nezdvisle proménné. Cislo f(x,y) se nazyva hodnota funkce f v bodé (x,y) € A
nebo funkéni hodnota funkce f v bodé (x,y).

Mnozina A C R se nazyva definicni obor funkce fa znacime ho D(f) nebo Dy. Mnozina {z € R;z =
f(z,y), (z,y) € A} (tj. mnozina vSech funkénich hodnot funkce f) se nazyva obor hodnot funkce f a
znacime ho H(f) nebo Hy.

Pokud nebude Feceno jinak, tak od této chvile budeme pod pojmem ”funkce” rozumét funkci dvou
promeénnych.
Poznamka: Funkce f je vlastné ptredpis (pravidlo, tzv. funkéni predpis), kterym je kazdé usporadané
dvojici (z,y) € Dy C R? pfifazena pravé jedna hodnota z = f(z,y) € Hy C R.

Definice 1.2 Grafem funkce f nazyvame mnozinu

{(z,y, f(z,y)); (z,y) € D} C R,
Znacime ji G(f) nebo G nebo graf f.

Definice 1.3 Vrstevnici funkce f o tirovni c nazyvame mnozinu {(z,y) € Dy; f(x,y) = c}, tj. kiivku v
roviné (zy), ktera vznikne jako pravothly primét prisecnice grafu funkce f a roviny z = ¢ rovnobézné
s rovinou (zy) (tj. vrstevnice funkce f o trovni ¢ je mnozina vsech bodt z Dy, v nichz ma funkce f
funkéni hodnotu ¢).

Stejné jako u funkce jedné proménné je i funkce dvou proménnych urcena svym pfedpisem a
definiénim oborem. Pokud neni definié¢ni obor zadan, musime ho urc¢it a to jako mnozinu vsSech bodi
(z,) € R?, pro néZ mé funkéni predpis smysl.

Pozndmka: Dy C R?, Hy C R a graf fC R3 |

Moznosti zadani funkce dvou proménnych jsou obdobné jako u funkce jedné proménné, tj. funkci
dvou proménnych lze zadat analyticky (explicitné, implicitné nebo parametricky), vyétem vybranych
funkénich hodnot, grafem nebo kombinaci vyse uvedenych moznosti.

Analyticky zptisob zadavani funkce je pro matematické Ucely nejvhodnéjsi a proto se také uziva
nejcastéji.

1.1 Vldastnosti funkeci

Pojmy jako omezenost, maximum, minimum, supremum a infimum se definji obdobné jako u funkci
jedné proménné a stejné je tomu i s algebraickymi operacemi.

Definice 1.4 Funkce f se nazyva konstantni na M C R2? jestlize YV (x1,v1), (72,52) € M plati
f(z1,y1) = f(z2,y2), tj. jestlize existuje konstanta a € R tak, ze f(x,y) = a pro vSechna (z,y) € M.
Funkce f definovana predpisem f(z,y) = 0 pro vSechna (x,y) € M, se nazyva nulovd na M.

Definice 1.5 Funkce f se nazyva
e omezend shora na M, jestlize Ik € R tak, ze f(z,y) <k V(z,y) € M.
e omezend zdola na M, jestlize 3l € R tak, ze f(z,y) >1 V(z,y) € M.

e omezend na M, jestlize je na M omezené shora i zdola zaroven.



Véta 1.1 Funkce f je omezend na M C R? prdvé tehdy, kdyz 3K € R* tak, Ze |f(x,y)] < K pro
vsechna (x,y) € M, tj. prdvé tehdy, kdyz —K < f(x) < K V¥(z,y) € M.

Definice 1.6 Nechf (zg,y0) € M C R2. Cislo f(zo, o) se nazyva globdlnim mazimem (resp. globdlnim
minimem) funkce f na M, jestlize

f(xvy) S f(3307y0) V(az,y) € M,

(I‘eSp. f(xvy) > f(J:OuyO) V(az,y) € M)

Znacime
f(zo,90) = max f(x,y) =max{f(z,y); (z,y) € M},
(z,y)eM
(resp. f(wo,y0) = min f(z,y) = min{f(z,y); (v,y) € M}).
(z,y)eM

Globélni maxima a globalni minima funkce f na M nazyvame souhrnné globdlnimi (absolutnimsi)
extrémy funkce f na M.

1.2 Algebraické operace s funkcemi
Definice 1.7 Rikame, 7e funkce f a g si jsou rovny na M, jestlize f(z,y) = g(z,y) V(z,y) € M.
Jestlize navic M = Dy = Dy, fikdme, ze f a g si jsou rovny. Znac¢ime f = g (na M).

Definice 1.8 Necht M = D; N D,. Potom

e souctem funkci f a g nazveme funkci f+ g takovou, ze (f +9g)(z,y) = f(z,y)+9(z,y) V(z,y) €
M;

e rozdilem funkci f a g nazveme funkci f — g takovou, ze (f —g)(z,y) = f(x,y) —g(z,y) VY(z,y) €
M;

e soucinem funkci f a g nazveme funkci f-g takovou, ze (f-g)(z,y) = f(z,y)-9(z,y) VY(z,y) € M;

e podilem funkci f a g (v tomto poradi) nazveme funkci L takovou, Ze

<i> (2.q) = L&) g

g

V(z,y) € M\ {(z,y) € Dg; g(z,y) = 0}.

e absolutni hodnotou funkce f nazveme funkci |f| takovou, ze |f|(z,y) = |f(z,y)| V(z,y) € Dy;

1.3 Elementarni funkce

Definice 1.9 Nechf jsou dany funkce f, g a h s definicnimi obory Dy, Dy a Dj,. Jestlize pro vSechna
(x,y) € M C Dy N Dy, plati, ze (g(z,y), h(x,y)) € Dy, pak se funkce F' definovana na mnoziné M
predpisem

F(z,y) = f(9(z,y), Mz, y)) V(z,y) e M

nazyvé funkce sloZend z funkci f, g a h (pfitom Dp = M a Hp C Hy).
Definice 1.10 Elementdrni funkci dvou proménnych nazyvame funkci, kterou lze vyjadrit pomoci za-

kladnich elementarnich funkci jednotlivych proménnych uzitim kone¢ného poctu algebraickych operaci
a tvoreni funkci sloZenych.



2 Limita funkce

2.1 Definice a zakladni vlastnosti

Stejné jako u funkce jedné proménné nam limita funkce dvou proménnych dava informaci o tom,
jak se funkce chova v okoli daného bodu. Tento bod je zpravidla ”problematicky”, tzn. napt. ze funkce
v ném neni definovani nebo je v ném nespojita.

Definice 2.1 Necht funkce f je funkci dvou proménnych z a y, tj. z = f(z,y). Necht bod (zo, yo) € R?
je hromadnym bodem Dy. Rekneme, Ze funkce f md v bodé (zg,yo) limitu L € R, jestlize

Ve >0 36 >0V(z,y) € Dy NUs(x0,%0) : |f(z,y) —L| <e¢
O takto definované limité funkce f v bodé (xg,yo) hovorime jako o dvojné limité.

y ,/ﬂ Ue} *(XO’YO)

O (XpsYo)

\ N

Ué *(XO9YO) p Df

/ P s = \4 vrstevnice funkce
’ Dr o trovni L-¢
U5 >l<(Xoayo)

vrstevnice funkce
o urovni L+¢

Vyse uvedena definice se d4 modifikovat tak, aby zahrnovala vSechny typy limit, tj. vlastni/nevlastni
limitu ve vlastnim/nevlastnim bodé:

Definice 2.2 Necht bod (z¢, o) € (R*)? je hromadngm bodem Dy. Rekneme, %e funkce f md v bodé
(xo,y0) limitu L € R*, jestlize ke kazdému okoli U(L) bodu L existuje redukované okoli U*(z,yo)
bodu (z,y0) takové, ze pro kazdy bod (z,y) € U*(xo,yo) N Dy plati, ze f(x,y) € U(L), tj. jestlize

YU(L) FU (w0,y0) Y(z,y) € U (w0,y0) N Dy = f(z,y) €U(L)



Pro limity funkci dvou proménnych plati obdobné véty jako v pripadé funkci jedné proménné a
jejich dtkazy jsou v principu stejné.

Véta 2.1 Funkce f md v bodé (xg,yo) nejuyse jednu limitu.

Véta 2.2 Md-li funkce f v bodé (zg,yo) vlastni limitu, pak ezistuje redukované okoli bodu (xg,yo)
takove, Ze funkce f je na tomto okoli omezend.

Véta 2.3 Necht lim, ) (z0,40) [ (Z,y) = 0 a necht funkce g je omezend v néjakém redukovaném okoli
bodu (zg,y0). Potom plati

lim  (f(z,y) g(z,y)) = 0.
(z,y)—(z0,y0)
Véta 2.4 (O limité t¥i funkci) Necht ezistuje redukované okoli U*(xo,yo) bodu (xg,yo) takové, Ze
g(x,y) < f(x,y) < h(z,y) pro vsechna (x,y) € U*(x0,y0). Necht existugi limity im , ). (20,40) (T, )
a limg \\ . (20,.40) P(2,y) a plati, Ze

lim T,y) = lim h(x,y) = L.
e By I8V = i Be)

Potom ezistuje také limita im ;) (20 .40) (7, y) a plati

lim x,y) = L.
(I,y)ﬂ(wmyo)f( v)

Véta 2.5 Necht lim flz,y)=L; a lim g(x,y) = Ly

(z,y)—(20,30) (z,y)—(zo,y0)
a necht ¢, c1,co € R jsou libovolné konstanty. Potom

lim (c- fzy) =c- Ly
(z,y)—(z0,90)

lim (e1- fz,y)+c2-g(x,y)) =c1-Li+ca- Lo
(x,y)—(x0,y0)

lim  (f(z,y) - g(z,y)) = L1 - L2

(x,y)—(x0,y0)

L
lim f@y) =21 bro Ly #0,
(@y)—(zow0) 9(T,y) Lo

pokud maji vyrazy na pravé strané smysl v R*.

vvvvvv

ménné. V tomto pfipadé totiz neméme k dispozici zddnou analogii I’'Hospitalova pravidla, pomoci
néhoz lze pocitat limity tzv. neurcitych vyrazu.

2.2 Dvojna a dvojnasobna limita

U funkce jedné proménné jsme se pfi vypoctu limity v bodé xy € R mohli k tomuto bodu ” ptibli-
zovat” pouze po piimce, tj. pouze zleva nebo zprava.
mizeme ”blizit” nekonecné mnoha riiznymi zptisoby.

Necht bod Py = (z9,¥o) je hromadnym bodem definiéniho oboru funkce f a necht bod P = (z,y)
lezi v néjakém U*(Py) N Dy. Je-li im(, 4y (20,40) f (7, y) = L, pak musi nerovnost |f(z,y)| — L| < ¢ z
definice limity platit pro libovolny bod P € U*(Py) N Dy, at uz se k bodu P blizi jakymkoli zpiisobem.

Probihé-li limitni proces tak , ze se bod P blizi k Py po urcitych kiivkach, tj. Ze souradnice bodu
P jsou vazany jistou rovnici y = (), pak limitu vypocteme tak, ze do funkce f(z,y) za y dosadime
() a tim padem pak pocitame limitu funkce jedné proménné, tj. limitu lim,_.,, f(z, ¢(x)).



Rovnici y = () je dan vétsinou jednoparametricky systém kiivek, které prochéazi body P a Py.
Napftiklad prolozime-li body P a Py pfimkami, je pfislu$na rovnice ve tvaru y = p(z) = yo+ k- (x —x9),
kde k € R je parametr (smérnice pfimky).

Je-li pak takto vypoctend hodnota limity lim, .., f(x, ¢(z)) zavisla na parametru pouzitého sys-
tému ktivek, dvojna limita neexistuje. Neni-li vypoc¢tena hodnota na tomto parametru zavisla, limita
miize, ale nemusi existovat. Pokud najdeme alespon dvé rtizné cesty, pro néz se limita lisi, pak pivodni
limita neexistuje.

K vySetfovami dvojné limity lze také vyuzit tzv. dvojndsobnd y . .
limita (opakovana, postupnd). V této situaci se pohybujeme y —_—— N UH(Xo,Y0)
po specialnich cestach a to po lomenych carach, jejichz jed- y : \
notlivé ¢asti jsou rovnobézné s jednou ze souradnicovych os. | :
|
|

i
|
|
|
Ly = lim (lim f(z,y)) ) — L___» ,

T—x0 " Y—Yo \ i PO II

1 ! )

. . \\ } I/
Ly = lim ( lim f(z,y)) . ; y
Y—yYo " T—To N ! //
~ ! -z
~ <. - i i - -
i
Xy X

Véta 2.6 Jestlize existuje limita lim g, ), (o y0) f(T,y) = L a také limity Ly a La, potom L = Ly = Lo.

Pozndmka: 7 ptredchozi véty plyne, ze pokud L1 # Lo, pak limita L neexistuje. Rovnost L1 = Lo je
pouze nutnd, nikoli postacujici podminka pro existenci limity L.

2.3 Vypocet dvojnych limit
Nasim tikolem je vypocitat limitu L = lim  f(z,y)
(z,y)—(z0,y0)
a) Je-li funkce f v bodé (z¢, o) spojita (viz nasledujici kapitola), pak

lim  f(z,y) = f(0,%0)
(z,y)—(z0,y0)

b) Pokud dostdvame neuréity vyraz, snazime se Gpravami funkci vyjadfit v jiném (vhodnéjsim)
tvaru.

¢) Pomoci polarnich soutadnic pfevedeme na limitu funkce jedné proménné; transformacni rovnice
jsou tvaru x = xg+ pcosp a y = yg + psin . Po dosazeni téchto vztahti dostaneme limitu

L= lim f(zo+pcosp,y =yo+psing).
p—

Zéavisi-li limita L na thlu ¢, pak limita L neexistuje. Nezavisi-li L na ¢, nelze o existenci limity L
nic usoudit (protoze jsme si ze vSech moznych smért priblizovani se k (g, o) vybrali jen nékteré,

a to pouze piimky).

Specielng, dostaneme-li po transformaci limitu L ve tvaru L = lim, g+ g(p)-h(¢), kde lim, o+ g(p) =
0 a funkce h(p) je omezend na intervalu < 0,27), pak L = 0.

d) Uzijeme znalosti zékladnich limit (vzorecky stejné jako u funkce jedné proménné; staci pouzit
substituci ¢ = g(z,y)), napiiklad pokud lim, y_.(z,,40) 9(Z,¥) = 0, potom

i Sn(@y)

-0
(@y)—=(zom0)  9(z,y)

lim  (1+g(z,y)70 =e
(z,y)—(w0,y0)

i A +g(@y))

—1
(@y)—(zowo)  9(x,Y)



3 Spojitost funkce dvou proménnych

3.1 Spojitost funkce v bodé
Definice 3.1 Nechf bod (z¢,y0) € Dy. Rekneme, Ze funkce f je spojitd v bodé (xo,yo), jestlize

Ve > 036 >0 V(z,y) € Dy NUs(x0,90) = |f(x,y) — fzo.m0)| <e
Véta 3.1 Je-li (xo,y0) € Dy hromadnym bodem Dy, pak plati:

f je spojita v bodé (xo,yo) = lim f(z,y) = f(zo,y0)
(I,y)ﬂ(xo,yo)

Pro ilustraci spojitosti funkce v bodé lze pouzit analogicky obtazek jako v piipadé limity.
Protoze se spojitost funkce definuje analogicky jako u funkci jedné proménné, plati také obdobna
tvrzeni:

Véta 3.2 Je-li funkce spojita v bodé (xg,yo), pak existuje okoli bodu (xg,yo) takové, Ze funkce f je
na tomto okoli omezend.

Véta 3.3 Jsou-li funkce f a g spojité v bodé (zo,y0) € R?, pak jsou v tomto bodé spojité i funkce
fxgaf-gajeli navic g(zg,y0) # 0, je v tomto bodé spojitd i funkce 5.

Véta 3.4 UvaZujme sloZenou funkci F(z,y) = f(g9(x,y), h(z,y)). Necht jsou funkce g a h spojité v
bodé (xo,y0) a necht uwy = g(xo,y0) a vo = h(xo,y0). Je-li funkce f spojitda v bodé (ug,vo), pak je
slozend funkce F' spojitd v bodé (xg,yo).

3.2 Spojitost funkce na mnoziné

Definice 3.2 Rekneme, Ze funkce f je spojitd na mnoziné M C Dy C R2, je-li spojita v kazdém bodé
mnoziny M, tzn. jestlize pro kazdy bod (xg,y0) € M plati

lim 2,y) = f(z0,0),
oD e @ 9) = 1 (@0, 50)

kde limitu chapeme takto:
Ve > 030 > 0V(zr,y) € Us(zo,yo) "M = |f(x,y) — f(xo,90)| < e.
7 predchozich vét a definic ihned plyne nasledujici véta:
Véta 3.5 Elementdrni funkce v R? jsou spojité na svijch definicnich oborech.

Véta 3.6 (Weierstrassova) Je-li funkce f spojitd na kompaktni mnoziné M C Dy C R%, potom na
mnoziné M nabjvd své nejmensi a nejvétsi hodnoty, tj. existuji body (x1,y1), (x2,y2) € M takové, Ze

f(1,p1) = max{f(z,y); (z,y) € M} a  f(re,y2) = min{f(z,y); (z,y) € M}.

Poznamka: Z predchozi véty ihned plyne jednoduchy dusledek: Je-li funkce spojitd na kompakini mno-
Ziné, pak je na této mnozZiné omezend.

Véta 3.7 (Bolzanova) Necht je funkce spojitd na oteviené souvislé mnoziné M C Dy CR? a A a
B jsou libovolné prvky z M, pro néz plati f(A) # f(B). Potom funkce f nabyvd vSech hodnot mezi
cisly f(A) a f(B), tzn. Ze ke kazdému éislu c lezicimu mezi f(A) a f(B) existuje bod C € M tak, Ze
1) =e.

Pozndmka: 7 predchozi véty ihned plyne jednoduché tvrzeni: Nechf je funkce f spojitd na oteviené

souvislé mnoziné M a necht existuji A, B € M tak, Ze f(A)- f(B) < 0. Potom existuje alespor jeden
bod C € M tak, Ze f(C)=0.



