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6 Extrémy funkci dvou proménnych

vvvvvv

takika vSude. Naptiklad ekonomické rozhodovani se #idi pozadavkem maximélniho zisku a minimalnich
naklad, pficemz tyto dvé veli¢iny Casto zavisi na vice proménnych.

6.1 Lokalni extrémy
Definice 6.1 Nechf f je funkce dvou proménnych a necht (zo,y0) € Dy.

e Rekneme, Ze funkce f ma v bodé (zo,yo) lokdini minimum, jestlize existuje okoli U(xg,yo) tak,
ze f(@,y) = f(zo,y0)  V(z,y) € U(xo,y0) N Dy.
e Rekneme, 7e funkce f ma v bodé (zg,0) lokdini mazimum, jestlize existuje okoli U(xg,yo) tak,
J(@,y) < f(zo,00)  V(w,y) € Ulzo, o) N Dy
e Rekneme, 7e funkce f ma v bodé (xq,yo) ostré lokdlni minimum, jestlize existuje redukované
okoli U*(xo,yo) tak, ze
f(@,y) > f(zo,y0)  V(z,y) € U (x0,y0) N Dy.

e Rekneme, 7e funkce f ma v bodé (zg,y0) ostré lokdlni mazimum, jestlize existuje redukované
okoli U*(xo, o) tak, ze

f(z,y) < f(zo0,%0) V(z,y) € U(x0,y0) N Dy.

e (Ostra) lokélni minima a (ostrd) lokalni maxima se souhrnné nazyvaji (ostré) lokdini extrémy.
Hodnota f(zg, yo) se nazyva (ostré) lokalni minimum, resp. (ostré) lokdlni mazimum; bod (x9, yo)
se nazyva bod prislusneho lokdlniho extrému.

Véta 6.1 (Nutnd podminka existence lokdlniho extrému) Necht md funkce f v bodé (xq,yo)
lokdlni extrém. Ewxistuji-li v bodé (xg,yo) parcidlni derivace pruniho Fadu, pak jsou rovny nule, tj.

0 0
8_£(x0’y0) = 8—5(95073/0) = 0.

Definice 6.2 Bod (z9,y0) € Dy se nazyva staciondrni bod funkce f, jestlize v ném existuji obé par-
cidlni derivace prvniho fadu a plati

0 0
8_£(x0’y0) = 8—5(95073/0) = 0.

Véta 6.2 (Postacujici podminka existence lokdlniho extrému) Necht md funkce f na okoli bodu

(xo,Yy0) spojité parcidlni derivace druhého fadu. Oznacme

22(0,Y0)  fay(T0,Y0)
D1 = fr.(zo,50) a Da=
;//;c(xoayo) f{/y(ﬂfmyo)

Potom
e jestlize Dy > 0, funkce f md v (xo,yo) ostry lokdlni extrém; pritom

— je-li D1 > 0, pak jde o ostré lokalni minimum

— je-li D1 <0, pak jde o ostré lokdlni mazimum
o jestlize Dy < 0, funkce f nemd v bodé (xo,y0) lokdlni extrém

o jestlize Dy = 0, nelze timto zpusobem rozhodnout.



Body podezielé z lokalniho extrému

a) stacionarni body

b) body, v nichz alespon jedna parcialni derivace neexistuje a zbyvajici je rovna nule nebo body, v
nichZ neexistuje ani jedna parcialni derivace

O existenci a typu extrému pak rozhodneme podle postacujici podminky pro lok. extrém (lze pouze
v pfipadé a)) nebo podle definice.

Geometricka interpretace lokalnich extrému

Vypocet lokalnich extrémti funkce dvou proménnych vede ke stacionarnim bodim plochy z =
f(x,y), v nichz je teéna rovina rovnobézna s rovinou (zy), tj. k bodim v jejichz okoli se plocha
z = f(x,y) nachazi bud jen pod nebo jen nad te¢nou rovinou 7.

Stacionarnim bodim, které nevedou k lokalnim extrémim, odpovidaji na plose z = f(z,y) body,
v jejichz okoli ma plocha tvar sedla (tzv. sedlové body).

Priklady:

ostré lokalni maximum v A;
fr=f, =0 v bodé A;

teCna rovina 7 lze sestrojit

ostré lokalni maximum v A;

/ : ! v . .z,
fz ani f, v bodé A neexistuji;
teCna rovina 7 nelze sestrojit

neostré lokalni maximum v A;
primka p je rovnobézna s rovinou (zy);
fr =1, =0vbodé A;

teCna rovina T lze sestrojit

neostré lokalni maximum v A;

primka p je rovnobézna s rovinou (xy) i s osou y;
[x neexistuje, f, = 0 v bodé 4;

teCna rovina 7 nelze sestrojit

neostré lokalni maximum v A;

primka p je rovnobézna s rovinou (xy)
a neni rovnobézné s osou y;

[x ani f; v bodé A neexistuji;

teCna rovina 7 nelze sestrojit




funkce ma v A sedlo, tj. neméa v A lok. extrém:;
7 >~_ 3% fi.=1f,=0vbodé A;

, . \ teCna rovina 7 nelze sestrojit

6.2 Vazané lokalni extrémy

V praxi je obvykla situace, kdy hleddme extrémy funkce nikoli na celém jejim defini¢nim oboru,
ale pouze na né¢jaké jeji podmnoziné. Typicky tuto podmnozinu tvoii ty body z Dy, které spliiujici
zadanou podminku, pfip. podminky.

z
Necht je ddna funkce f na Dy C R2
Ozna¢me M mnozinu téch bodi
(x,y) z Dy, jejichz soufadnice vyho-
vuji rovnici g(z,y) = 0, tj.

M = {(z,y) € Dy; g(z,y) = 0}

Ulohou je najit lokalné extrémni
hodnoty funkce f na mnoziné M.
Tyto lokalni extrémy se nazyvaji vd-
zané lokdlni extrémy funkce f. Rov-
nice, kterd urcéuje mnozinu M se na-
zZyva vazba.
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Definice 6.3 Necht M = {(x,y) € Dy; g(x,y) = 0}.

e Rekneme, 7e funkce f méa v bodé (zg,yo) vdzané lokdlni mazimum p¥i vazbé g(z,y) = 0, jestlize
existuje okoli U(zo,yo) tak, ze

f(xvy) < f(x07y0) V(ac,y) € U(J«“ano) N M.

e Rekneme, ze funkce f ma v bodé (xg,yo) vdzané lokdlni minimum p¥i vazbé g(z,y) = 0, jestlize
existuje okoli U(zo,yo) tak, ze

f(xvy) > f(x()vy()) V(ac,y) € U(J«“ano) N M.

Pozndmka: Mnozinou M bodt (z,y) € Dy vyhovujicich rovnici g(x,y) = 0 je rovinna kiivka ¢ C R2.
Grafem funkce f definované na mnoziné M je prostorova kiivka § C R? - je to priise¢nice plochy



z = f(x,y) s rovinou kolmou na rovinu (zy), jejiz prisecnice s rovinou (zy) je tvofena kiivkou ¢. Najit
lokalni extrémy funkce f na M znamend najit ty body kiivky g, které maji na svém okoli nejvétsi,
resp. nejmensi z-ovou soufadnici.

6.2.1 Metody hledani vazanych lokalnich extrémaii

Ukolem je nalézt vazané lokalni extrémy funkce f dvou proménnych s vazbou g(z,y) = 0. Mame
k dispozici dvé metody a to piimé dosazeni a tzv. Lagrangeovu metodu (pfipadné jejich kombinaci).
Cilem obou metod je pfevést puvodni tlohu s vazbami na tlohu bez vazeb, tj. na hledani (volnych)
lokénich extrému.

6.2.2 Primé dosazeni

Predpokladejme, ze z rovnice g(x,y) = 0 lze explicitné vyjadfit jednu nebo druhou proménnou,
tj. ze lze vyjadiit y = ¢(x), resp. z = ¢(y). Tento vztah dosadime do funkce f a dostaneme funkci
jedné proménné definovanou na M, konkrétné bud funkci F'(z) = f(z, ¢(z)) proménné x nebo funkci
F(y) = f(¥(y),y) proménné y. Lokalni extrémy této funkce F' jsou pak vazanymi lokalnimi extrémy
funkce f pii vazbé g(x,y) = 0.

Ulohu najit vazané lokalni extrémy funkce dvou proménnych jsme ptevedli na tlohu najit lokalni
extrémy funkce jedné proménné.

6.2.3 Lagrangeova metoda

Jestlize z vazby g(x,y) = 0 nelze vyjadfit ani jednu z proménnych nebo je toto vyjadieni prilis
slozité, uziva se tzv. Lagrangeova metoda neurcitych koeficienti.

Véta 6.3 (Lagrange) Necht maji funkce f a g spojité parcidlni derivace pruniho fdadu na néjaké
otevrené mnoziné U obsahujici mnozinu M. Definujme Lagrangeovu funkci L vztahem

L(.I‘,y) = f(:v,y) +A- g(m,y) V(x,y) el,

kde X je (neurcitd) redlnd konstanta (tzv. Lagrangeiv multiplikator). Necht je trojice (xo,yo, o) TeSenim
soustavy
Ly(z,y) =
/ _
Ly (JL‘, y) -
g(z,y) = 0

Ma-li funkce L v bodé (xo,yo) pro vypoctenou hodnotu Ao lokdlni extrém, pak md funkce f v tomto
bodé vazany lokdlni extrém stejného typu s vazbou g(x,y) = 0.

Pozndmka: Protoze pro vSechna (z,y) € M plati g(z,y) = 0, dostavame L(z,y) = f(z,y) na M.

Pozndmka: Obracena véta neplati!

Ne v kazdém bodé, v némz mé funkce f vazany lokalni extrém s vazbou g(z,y) = 0, m4 lokalni extrém
i prislusna Lagrangeova funkce L. Znamend to, ze Lagrangeovou metodou nemusime najit vsechny
vdzan€ lokdlni extrémy funkce f.

Postup pri hledani vazanych lokalnich extrému Lagrangeovou metodou

e Vytvofime Lagrangeovu funkci L(z,y) = f(x,y) + X - g(x,y)

e Piedpokladejme, Ze existuji parcidlni derivace funkci f a g. Potom funkce L miZe mit lokalni
extrémy pouze ve stacionarnich bodech, tj. v bodech, jejichz souradnice vyhovuji rovnicim

Ly(z,y) =0  a Ly(r,y)=0



e Protoze néas zajimaji jen ty stacionarni body, které lezi v mnoziné M, priddme jesté podminku
g(x,y) =0 (vazba).

e Dostavame tak soustavu tii (obecné nelinearnich) rovnic o tfech nezndmgych (x,y,\), kterou je
nutné vyresit:
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e O tom, zda v takto nalezeném staciondrnim bodé ma L (pfi nalezené hodnoté \) lokalni extrém,
rozhodneme podle postacujici podminky pro lokalni extrém.

Pozndmka: Pokud v néjakém bodé nenastane extrém funkce L, tak se miize presto stat, ze funkce f
bude mit v tomto bodé vazany lokalni extrém. Pfipadnou existenci tohoto extrému musime vysetfit
jinym zptusobem (napi. z definice vdzaného lokdlniho extrému nebo pomoci druhého diferencialu a
vazby).

6.3 Globalni extrémy

Definice 6.4 Rikdme, Ze funkce f md na mnoziné M C Dy globalni mazimum (resp. globdlni mini-
mum), existuje-li alespoii jeden bod (zg,yo) € M takovy, Ze

f(x())y()) Zf(x?y) V(l‘,y) EM’

vesp. f(z0,0) < f(a,y) W(a,y) € M.

Souhrnné mluvime o globdlnich extrémech funkce f na mnoziné M. Cislo f(zo,y0) € R se nazyva
globdlni mazimum (resp. globdlni minimum) funkce f na M a znaéi se

f(o,90) = max f(z,y) = max{f(z,y); (z,y) € M},
(z,y)eM

resp. f(xo,y0) = (x%iéle(x,y) = min{f(x,y); (z,y) € M}.

Pozndmka:
e Existence globalnich extrémi je zarucena v pripadé, ze funkce f je spojitd na neprazdné kom-
paktni mnoziné (Weierstrassova véta). Neni-li M kompaktni, je situace obvykle komplikovana a

je nutno v kazdém piipadé postupovat odlisné.

e Globalni maximum (globalni minimum) je jen jedno, ale funkce ho miize nabyvat i v nekoneéné
mnoha riznych bodech.

Nasledujici véta nam iika, ve kterych bodech Z M mohou nastat globalni extrémy.

Véta 6.4 Necht M C Dy je kompaktni mnozina a necht funkce f je spojitda ne M. Potom funkce f
nabyvd svych globdlnich extrémi bud v bodech lokdlniho extrému leZicich wvnity M nebo v nékterém
hranic¢nim bodé.



6.3.1 Postup pri hledani globalnich extrému

Cilem je urcit globélni extrémy funkce f dvou proménnych na mnoziné¢ M C Dy.

1. Ovéfime, zda je mnozina M kompaktni a funkce f na M spojita. Pak existuji globalni extrémy.
2. Urcime body, které jsou podezielé z globalnich extrémi, t;j.

(o) body podezielé z lokalnich extrému lezici uvnitt M
(8) body z hranice mnoziny M podezielé z vazanych lokalnich extrému

(7) body z hranice M, které doposud nebyly uvazovany (v nichz se hranice lame, krajni body
intervald,. . .)

3. Vypocitame funkéni hodnoty ve vSech podeztelych bodech. Nejvétsi a nejmensi z nich jsou glo-
balni extrémy f na M.

Poznamka: V bodé 3. nemusime ovéfovat existenci extrému v podezielém bodé€ ani urcovat, zda se
jedna o lokalni maximum nebo minimum.

Pozndmka: Pokud je mnozina M oteviend, nemusi funkce f mit na M globalni extrémy. Pokud je ale
ma, tak to jsou body typu («).



