V. Riemanntv (dvojny) integral
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1 Zakladni pojmy a definice

Dvojny integral zavedeme nejdfive pro funkci dvou proménnych na obdélniku. Forméalni postup
bude stejny jako u funkce jedné proménné na intervalu. Geometrickou motivaci zavedeni dvojného
integralu je uloha urcit objem télesa s podstavou K v roviné (zy) a horni sténou tvofenou ¢asti grafu
nezaporné omezené funkce f (na mnoziné K).

Integracnim oborem jednorozmeérného integralu byl vzdy interval. U dvourozmérného integralu
atd.

(Analogicky postup, kterym zavedeme dvojny integral, lze uplatnit také na pfipad obecného n-
rozmérného integralu, kde n € N.)

Uvazujme uzavieny obdélnik K C R?, kde K je kartézskym sou¢inem uzavienych intervalii [a, b]
na ose x a [c,d] na ose y, tj. K = [a,b] X [c,d].

Definice 1.1 Necht posloupnost bodt D, = {a =z, < z1 < x2 < ... < z, = b} je délenim intervalu
la,b] a Dy = {c =y < y1 < Y2 < ... <Yy = d} je délenim intervalu [c, d]. Uspofadanou dvojici
D = (D,, Dy) nazyvame délenim obdélniku K. Obdélnik K;; = [z;—1,2;] X [y;—1,y;], kdei =1,2,...m
aj=1,2,...n, se nazyva cdstecny interval (obdélnik) déleni D. Je-li v(D,) norma déleni D, a v(D,)
norma déleni D,, pak maximum z téchto dvou ¢isel oznacime jako v(D) a nazveme ho normou délent
D, tj. v(D) = max{v(Dy),v(Dy)}.
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Uvazujme nyni déleni D obdélniku K na m - n obdélnikd K;;, 1 =1,2,...m, j=1,2,...n.
Ozna¢me p(K;;) obsah (miru) obdélniku Kj;, tj.

w(Kij) = Az - Ayj = (v — 25-1) - (Y5 — Yj—1)-

Definice 1.2 Necht f je funkce dvou proménnych definovand a omezena na obdélniku K = [a, b] x [c, d]
a necht D = (D, D,) je déleni K. Pro vSechna i =1,2,...ma j =1,2,...n ozna¢me

mi; = inf{f(z,y); (z,y) € Kij = [wi—1, 2] x [yj—1,y;]} a
M;j = sup{f(z,y); (x,y) € Kij = [vi—1, 73] X [y;j-1,;]}-

(Tzn. ¢islo m;; (resp. M;;) je infimum (resp. supremum) funkce f na obdélniku K;; = [z;—1, 2;] x
[yj—1,y;].) Potom &islo

s(f,D) =" maj - p(Kyj)

i=1 j=1



nazyvame dolni soucet funkce f na obdélniku K pri déleni D a Cislo

S(f,D) =Y > M- p(Ky)

i=1 j=1
horni soucet funkce f na obdélniku K pri déleni D.

Pozndamka: Predpoklad omezenosti funkce f na K zarucuje existenci infima a suprema funkce na
obdélnicich Kj;j, tj. zarucuje existenci ¢isel m;; a M;; pro vSechna i = 1,2,...m, j =1,2,...n.
Pozndmka: V pfipadé, ze funkce f je nezaporna na obdélniku M, maji ¢isla s(f, D) a S(f, D) nasledujici
vyznam (viz obrazek):

Cislo m;; - u(K;j) je objem kvaddru vepsaného plose na obdélniku K;; a s(f, D) soudet objemi
kvadra vepsanych plose na vSech jednotlivych délicich obdélnicich.

Cislo M;; - u(K;j) je objem kvadru opsaného plose na obdélniku K;; a S(f, D) soudet objemi
kvadra opsanych ploSe na vsech jednotlivych délicich obdélnicich.
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Véta 1.1 Plati m-u(K) < s(f,D1) < S(f,D2) < M - u(K)

kde m = inf{f(x,y); (z,y) € K}, M = sup{f(z,y); (x,y) € K} a D1 a Dy jsou libovolnd déleni
obdélniku K.

Na daném obdélniku K muzeme zvolit nekonec¢né mnoho riznych déleni; mnozinu vsech déleni
obdélnika K ozna¢me D(K). Pro kazdé déleni D € D(K) muzeme ur¢it horni a dolni soucet s(f, D) a
S(f, D), tzn. ze dostaneme mnozinu {s(f, D); D € D(K)} vSech dolnich souc¢tt a mnozinu {S(f, D); D €
D(K)} vsech hornich sou¢tti funkce f na obdélniku K.

Podle predchozi véty jsou obé tyto ¢iselné mnoziny omezené a to nas opravinuje k vysloveni definice:

Definice 1.3 Necht funkce f je definovana a omezena na obdélniku K. Oznac¢me
|| s@wdsay=sup(s(7.05 De DI} a [ fy)dedy = int(S(s.D)s D € D)),
JJ K K

Cislo [f x f(x,y)dx dy se nazyvéa dolni Riemanniv integral funkce f na K a ¢islo FK f(z,y)dxdy
horni Riemanniv integrdl funkce f na K. Jestlize se obé tato ¢isla rovnaji, nazyvame jejich spole¢nou
hodnotu dvojny Riemanniv integrdl funkce f na K a znacime ji

//K f(z,y) dx dy.



Pozndmka: Z predpokladu omezenosti a z pfedchozi véty plyne, Ze horni a dolni soucet, horni a dolni
integral i dvojny integral jsou konec¢na realna dcisla.

Pozndmka: Nékdy se dvojny integral zna¢i pouze jako [, f(z,y) dx dy. Ze se jedna o dvojny integral
(a nikoli o jednorozmérny integral) pak pozname podle toho, jak vypadd mnozina K a podle symbolti
dx dy v integralu.
2 Podminky existence dvojného integralu

Oznac¢me jako R(K) mnozinu vSech funkci definovanych na obdélniku K, pro néz existuje dvojny
Riemannuv integral na K, tj. zapis f € R(K) znamend, ze existuje dvojny Riemanniv integral funkce
f na K.V tom pripadé také fikame, ze funkce f je Riemannovsky integrovatelnd na obdélniku K.
Véta 2.1 Necht je funkce f spojitd na obdélniku K C R%. Potom f € R(K).
Véta 2.2 Necht je funkce f omezend a skoro v$ude spojitd na obdélniku K C R?. Potom f € R(K).
Pozndmka: Funkce se nazyva skoro vsude spojitd na K, jestlize mé nejvyse koneény pocet bodd nespo-
jitosti nebo jestlize vSechny body nespojitosti lezi na nejvyse koneéném poctu graf spojitych funkci.
3 Vlastnosti dvojného integralu

Dvojny Riemanntiv integral ma obdobné vlastnosti jako jednorozmérny R-integral.

Véta 3.1 Necht f € R(K), g € R(K), c € R. Potom
o f+g€R(K) a plati (linearita)

//K[f(a:,y)Jrg(a:,y)]dxdy://Kf(a:,y)dxder//Kg(x,y)da;dy

c- f€R(K) a plati

// a:ydxdy—c/ flz,y)dedy
f-9€R(K)
jestlize f(x,y) < g(x,y) pro vSechna (z,y) € K, plati (monotonie)

/Kf(l‘,y)dxdyg//Kg(ac,y)da:dy
] sz < [ 1510z dy

jestlize existuji konstanty A, B € R takové, Ze pro vsechna (x,y) € K plati A < f(z,y) < B, pak

|f| € R(K) a plati

< /Kf(w,y)d:rdyé B - u(K)

o jestlize K = K1 UKy, kde K1 a Ky jsou dva obdélniky s vlastnosti K1 N Ky =), pak f € R(K7),
f € R(K2) a plati (aditivita vzhledem k integracnimu oboru)

/ f(@,y)drdy = / f(@,y) drdy + / f(a,y) de dy
K K1 Ko



Pozndmka: Prvni dvé vlastnosti 1ze rozsifit na koneény pocet funkci: Jestlize f; € R(K) a ¢s € R pro
vSechna s =1,2,...5, S € N, pak ¢; f1 + cafo + -+ + csfs € R(K) a plati

//K(01f1+czf2+...+csf5)da;dy:/A{clfldxdy+/A{62f2d$dy+..._i_//KCSdel,dy

Pozndmka: Uvazujeme-li konstantni funkci f(z,y) = ¢ € R na K, potom

//cha:dy:c//K dxdy = c- p(K)

Tedy specialné pro f(x,y) = 1 dostaneme

// lda:dy:// dxdy = pu(K)...obsah K
K K
// Odxdy =0
K

4 Vypocet dvojného integralu; prevod na dvojnasobny integral

Plati také, ze

Dvojny, stejné jako jednorozmérny integral, nelze prakticky pocitat podle definice. Proto se vypocet
dvojného integralu prevadi na vypocet dvou jednorozmeérnych integralt, na tzv. dvojndsobny integrdl.
Pritom musime zohlednit rtizné typy mnozin, pro néz dany integral pocitame. Navod, jak tento pfevod
uskutecnit, nam dava tzv. Fubiniova véta.

Véta 4.1 (Fubiniova pro obdélnik) Necht funkce f je spojitd na uzavieném obdélniku K = [a,b] x
[c,d]. Potom plati

//Kﬂx,y)dxdyz/ab (/Cdf(fv,y)dy) da:z/cd (/abf@:,y)dx) dy

7 vyse uvedeného je vidét, ze pocitame dva jednorozmérné integraly. Nejdfive integrujeme podle
jedné z proménnych (druhou pfitom povazujeme za konstantu) a vysledek potom zintegrujeme podle
zbyvajici proménné. Pofadi integrovani je mozno zvolit libovolné, vysledek se nebude lisit. Volba pofadi
ale mize hrat zadsadni roli pro samotny vypocet, protoze pii "nevhodné” volbé potfadi integrace mtizeme
dospét bud k dosti slozitému integralu nebo dokonce k takovému, ktery neumime vypoditat.

Geometricky ndhled: z=1(x.y)
Necht funkce f je spojitd a nezdporna na ob-
délniku K. Pro pevné z vyjadiuje integral
fcd f(z,y)dy = F(x) obsah fezu télesa rovinou
x = konstanta. Pro malé Az je Ax - F(x) =

Azx - fcd f(x,y)dy objem malé vrstvy uvazova-
ného télesa. Tuto vzniklou funkci F(z) (vnitini
integral) nyni zintegrujeme podle proménné x
na intervalu [a, b] a tim dostaneme objem télesa,
které ma za podstavu obdélnik K, jeho stény
jsou tvofeny Castmi rovin z = a, x = b, y = ¢
a y = d a horni podstava je tvofena Casti grafu
funkce f(x,y). Ke stejnému vysledku bychom
dospéli, kdybychom dané téleso roziezali rovi-
nami y = konstanta.




4.1 Dvojny integral na méritenych mnozinach

Doposud jsme integrovali funkce pouze na obdélniku. Pro praxi to ale nestaci, potfebuje pocitat
integraly pres obecnéjsi mnoziny. I v tomto pfipadé se bude dvojny integral prevadét na dvojnasobny,
pouze s tim rozdilem, ze integra¢nimi mezemi nebudou konstanty, ale funkce.

Presto se ale musime omezit pouze na tzv. meritelné mnoziny. V praxi se ale prakticky s jinymi
nesetkdvame. Mira je zobecnénim pojmu obsahu (v R?), resp. objemu (v R?). Mnozina K C R? je
méritelnd, jestlize existuje jeji obsah, tj. jestlize existuje integral

//K dady = u(K) € R.

Definice 4.1 Existuje-li integral [[ i dz dy, pak se mnozina K nazyva méritelnd v Jordanove smyslu
a ¢islo u(K) = [[}- dx dy se nazyva mira mnoziny K.

Véta 4.2 Omezend mnozina K C R? je méritelnd pravé tehdy, kdyZ je jeji hranice tvorena grafy
spojitych funkci jedné proménné definovanych na uzavrenych intervalech.

Nejcastéji se budeme setkavat s nasledujicimi mnozinami, které se nazyvaji elementdrni a rozdélu-
jeme je na tfi zakladni typy:

e Elementdrni mnoZina vzhledem k proménné = je Y xTa y=h(x) x=b
mnozina tvaru /\
K = {(z,y) e R%z € [a,0], f(z) <y < g(a)}, .

kde f a g jsou funkce jedné redlné proménné spo-
jité na [a,b] takové, Ze pro vSechna = € (a,b) plati \/\/
flx) < g(x). y=g(x)

X
e Elementdrni mnoZina vzhledem k proménné y je Y _d
mnoZina tvaru y=

X=0(y)
K = {(z,y) e R%y € [e,d], o(y) <z < 9(y)},
K x=y(x)

kde ¢ a ¢ jsou funkce jedné redlné proménné spo-
jité na [c,d] takové, ze pro vSechna y € (c,d) plati
o(y) < P(x). y=c¢

X
e Elementdrni mnoZina je uzaviend mnozina, kterou Y x-a x7h
lze vyjadrit jako sjednoceni koneéné mnoha disjunkt- D _d
nich elementarnich mnoZin vzhledem k z nebo y. K/ Y=

At
K B
y=c¢
C
X

Pozndmka: Nékdy mame vice moznosti jakym zptisobem integra¢ni obor rozdélit na elementarni mno-
ziny vzhledem k z nebo y. Stanoveni funkci f a g, resp. ¢ a ¢ je pro dany integracni obor velmi
dilezité, nebot tyto funkce budou mezemi dvojndsobného integralu. P¥i urcovani téchto funkci je uzi-
tec¢né nakreslit si obrazek.



Véta 4.3 (Fubiniova pro méritelnou mnozinu)

e Necht je funkce f spojitd na uzaviené elementdrni mnoziné K vzhledem k proménné x, tj. K =
{(z,y) e R*a <x <b,g(zx) <y < h(zx)}. Potom plati

//K f(,y) dudy = / ’ ( /g :()) f(,1) dy) da

e Necht je funkce f spojitd na uzavriené elementdrni mnoziné K vzhledem k proménné y, tj. K =
{(z,y) e R%c <y <d,p(z) < x < (x)}. Potom plati

f(z,y)dzdy = ' ¢($)f(fv,y)dw dy
. I (L,

Pozndmka: Pro vypocet je dulezité spravné urceni mezi. Poradi integrace na elementarni mnoziné je
tfeba volit tak, aby meze v poslednim integralu byly konstanty.
5 Geometrické aplikace dvojného integralu

Véta 5.1 Necht K C R? je rovinnd oblast (obrazec). Potom plocha K je ddna vztahem

W(K) = //K dz dy.

Véta 5.2 Necht f je spojitd funkce na mnoziné K C R? a necht f(x,y) > 0 pro vsechna (z,y) € K.
Potom objem kolmého vdlce Q C R3 ohraniceného zdola mnoZinou K v roviné (xy) a shora ¢dsti grafu

funkce f je roven
U(Q)Z//Kf(w,y)dﬂcdy

Véta 5.3 Necht jsou funkce f, fl a fz// spojité funkce na mnoziné K C R%. Potom obsah plochy P
tvoten€ grafem funkce f nad mnoZinou K je roven

S(P) = [ i e+ vy

6 Substituce ve dvojném integralu

Dale budeme uvazovat pouze takové mnoziny v roviné, které jsou souvislé a jejichz hranice je
uzaviend krivka, ktera se nikde neprotina a kterou mizeme popsat koneénym poc¢tem hladkych funkeci
jedné proménné (tj. funkei, které jsou spojité a maji spojité prvni derivace).

V praxi se setkdvame témeér jen s mnozinami, které maji tyto vlastnosti. Jsou to mj. c¢tverec,
mnohothelnik (i kiivocary), vnitfek elipsy, kruh, mezikruzi apod.

Nékteré mnoziny ale nejsou prilis vhodné jako integracni obory a proto se pouziva tzv. transformace
soutadnic. Misto ptivodni mnoziny pouzivame vhodnéjsi transformovanou mnozinu.

Véta 6.1 (Transformace souradnic ve dvojném integralu) Necht se uzaviend omezend mnozina
N C R? (proménnych u,v) zobrazi pomoci soustavy rovnic

x = g(u,v) a y = h(u,v)



vzdjemné jednoznacné na uzavienou omezenou mnozinu M C R? (proménngch x,y), pricemz funkce
. ey » . . ., Py . . . 8g 8g 8h .o
g a h jsou v N spojité spolu se svymi parcidlnimi derivacemi 5., 55, 5. @ g, @ pro tzv. Jacobiiv

determinant (jakobidn) plati

99 g
ou  Ov
J = £0
Oh  Oh
ou  Ov

ve vSech bodech mnoziny N. Ddle necht funkce f = f(x,y) je spojitd na M. Potom plati

//M f(z,y) dedy = //N f(g(u,v), h(u,v)) - |J| dudv

kde |J| je absolutni hodnota jakobidnu.

Jednou z nejcastéjsich transformaci je transformace dvojného integralu z kartézskych do polarnich
souradnic, kde pfislusné pirevodni rovnice maji tvar

T = pcosy a y = psingp (PS)

(Misto u a v se u této transformace tradiéné pouzivaji proménné s oznacenim p a ¢.)
Jakobian této transformace mé potom tvar

cosp —psingp
sinip pcosp

‘:p(cos2<p+sin2g0):p>0

vSude kromé pocatku (polu). Potom plati

//Mf(l“ay)dﬂ?dy://Nf(pCOS%psingo)-p dpdp

V nékterych pripadech je lepsi pouzit tzv. zobecnéné polarni souradnice

T =apcosp a y="bpsiny (zPS)



