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5 Derivace funkce

5.1 Motivace

e Uloha o okamzité rychlosti (fyzikalni motivace, I. Newton)
Necht je pfimoc¢ary pohyb hmotného bodu zadan funkei f; hodnota f(t) pak vyjadiuje polohu
bodu v case t.

Ly t=t,+At

— ____”
—_——

At

Za dobu At = t — tp urazi bod drdhu As = f(t) — f(to) = f(to + At) — f(tp). Prumérnou
rychlost lze pak urcit jako
As  f(to+ At) — f(to)
At At
Okamzitou rychlost vg hmotného bodu v ¢ase ¢y potom ziskame tak, ze uréime limitu v pro
Mo fito-+ A1) fit0)
. 0 — J o
vo= AI?BO At

v =

e Uloha o teéné (geometricka motivace, W. Leibniz)
Ukolem je urcit smérnici te¢ny ke grafu funkce f v bodé P = (g, f(z0)). P¥imka (te¢na) je
dana bodem P a smérnici (= tg ).

f(x,+Ax)

S (x)

Xy AXx X,,+ Ax X

Smérnice seény prochazejici body P a @ = (zg + Az, f(xo + Ax)) je ddna vztahem

f(xo + Az) — f(w0)

k. =
s Ax

(tj. jako tangens thlu, ktery tato sena svira s kladnym smérem osy z). Pro Az — 0 se bod @
”blizi” po grafu funkce f k bodu P a tedy ks — ki, kde k; je smérnice hledané tecny:

ke = lim f(xo + Az) — f(w0)
Ax—0 Az




5.2 Derivace funkce v bodé

Definice 5.1 Nechf je funkce f definovand na néjakém okoli bodu zg € Dy. Existuje-li limita

f(zo+h) — f(zo)

lim
h—0 h ’
pak se tato limita nazyva derivace funkce f v bodé xy a znaci se nejcastéji jako f(x¢), dféio) nebo

%(:130). Existuje-li f'(x¢), Fikdme, Ze funkce f md v bodé zq derivaci.

Poznamka: Je-li derivace rovna oo nebo —oo, nazyva se nevlastni derivace v bodé. Jinak se nazyva
(vlastni) derivace.
Poznamka: Jestlize polozime x = xg + h, potom pro h — 0 dostdvame x — xy a derivaci mtzeme
vyjadrit ve tvaru

f(x) = f (o)

f'(zo) = lim 12— T30
T—T0 T — Tg

Definice 5.2
e Nechf f je definovana na néjakém pravém okoli bodu g € Dy. Existuje-li limita

lim f(xzo+h)— f(ﬂﬁo)’
h—0+ h

nazyvé se derivace funkce f v bodé xy zprava a znaci se nejcastéji jako f’, (o).
e Nechf f je definovana na néjakém levém okoli bodu zg € Dy. Existuje-li limita

lim f(xo+h)— f(l’o)’
h—0— h

nazyva se derivace funkce f v bodé g zleva a znadi se nejcastéji jako f’ (xg).
e Derivace zprava a zleva v bodé x( se souhrnné nazyvaji jednostranné derivace v bodé xg.

Véta 5.1 Funkce f md v bodé xg derivaci prdvé tehdy, kdyz md v bodé xg obé jednostranné derivace,
pro které navic plati f! (xo) = f' (o).

Véta 5.2 (Vztah mezi spojitosti a derivaci v bod€&) Md-li funkce f v bodé xq vlastni deri-
vact, potom je v bodé xy spojitd.

Poznamka: Obracend Véta neplati. Pfedpoklad existence vlastni derivace je nutny.

5.3 Tecna a normala ke grafu funkce

Véta 5.3 (Tecna) Necht f je spojitd v bodé xy a necht ma v bodé xy derivaci (vliastni nebo ne-
vlastni). Potom md graf funkce f v bodé T = (xq, f(x0)) tecnu danou rovnici

e y= f(xo) + f'(x0)(x — zp), pokud je f'(xg) vlastni,
e = = xq, pokud je f'(x¢) nevlastni.

Poznamka: Jestlize f neni v xg spojitd nebo v x(y neexistuje derivace, potom v bodé T neexistuje
tecna.

Véta 5.4 (Normala) Necht f je spojitd v bodé xg a necht md v bodé xg derivaci (vlastni nebo
nevlastni). Potom rovnice normdly ke grafu funkce f v bodé T = (zo, f(xo)) je

o y= f(xg) — %(m — x9), pokud je f'(xq) vlastni nenulovd,
o 1z =19, pokud f'(x¢) =0,
o y = f(x0), pokud f'(zg) = +o0.

Pozndmka: Teéna existuje pravé tehdy, kdyz existuje norméla (v daném bodé T').



5.4 Derivace funkce na mnoziné

Definice 5.3 Nechf je funkce f definovand na D; C R. Necht Dy C Dy je mnozina vSech bodi,
v nichz mé f vlastni derivaci. Je-li Dy # ), potom funkci f’ : Dy — R, kterd kazdému z € Dp
piifadi redlné éislo f'(z), nazgvame derivact funkce f. Definiénim oborem funkce f’ je Dy.

Poznamka:

e Funkce f’ se také znadci jako %, d(J;f)), D.f aj.

e Uvazujeme-li pouze f': M C Dy — R, iikdme, ze funkce f mé derivaci f’ na mnoziné M.

e Je-lli M =< a,b >, fikdme, ze funkce f mé derivaci na M, mé-li vlastni derivaci na (a,b),
vlastni derivaci zprava v bodé a a vlastni derivaci zleva v bodé b.

Pozndmka: f' je funkce, f'(x¢) je ¢islo.
Véta 5.5 Mda-li funkce f na mnoziné M C R derivaci, pak je f na M spojitd.
Definice 5.4 Funkce f se nazyva hladkd na mnoziné M, jestlize jeji derivace f’ je na M spojita.

Pozndmka: Je-li f' spojitd na M, znamend to, Ze existuje vlastni derivace f’(z¢) v kazdém bodé
xg € M. Tzn., ze v kazdém bodé€ existuje tecna a graf funkce f neméa "hroty”.

5.5 Derivace elementarnich funkci

Véta 5.6 Necht funkce f a g maji vlastni derivace na mnoziné M. Potom maji na M vlastni drivace
také funkce f g, f-g a g (posledni pouze pro g(x) # 0) a plati

(f£9)(z) = fl(a) £ (x)
(f-9) (=) = fl(x) g(x)+
<j)'($) _ ['(@) g(x) — f(2) - g (=)

9

Véta 5.7 (Derivace slozené funkce)
Necht g ma vlastni derivaci v bodé xo (€ Dy) a necht funkce f md vlastni derivaci v bodé yo = g(x)
(€ D¢). Potom sloZend funkce f o g md vlastni derivaci v bodé xo a platt

(fog)(z0) = (f(g(x))),_,, = I'(9(x0)) - ¢'(z0) = f'(%0) - ¢'(w0)
Véta 5.8 (Derivace inverzni funkce)

Necht je funkce f spojitd a ryze monotonni na néjakém U(xzg), kde vo € Dy a f'(zo) # 0. Potom
existuje derivace inverzni funkce f=1 v bodé yo = f(z0) a plati

(f7 (o) =

f'(zo)



5.5.1 Vzorce pro derivaci zakladnich elementarnich funkci

(@) =0 acR
(") = n-2"! neN zeR
() = a-2°! aeR, zeRT
(e®) = e€* zeR
a®) = (ix'lna aERi\{l},xeR
Inz) = 2 zeR
(log,z) = —— a € RT\ {1}, z e RT
(sinz)’ = cosx reR
(cosz)) = —sinz z€eR
(tgz) = r e R\{§ +k-mkeclZ}
(cotgz) = —ﬁ x e R\{k -7, kel}
(arcsinz) = 1£x2 x e (—1,1)
(arccosz) = — 1£I2 x e (—1,1)
(arctgz) = H% zeR
(arccotgx)’ = —ﬁ zeR
sinh x = coshzx HARS
(sinh z) h R
(coshz) = sinhz xzeR
(tghz) = Cosi% zeR
(cotghzx) = —m z € R\ {0}

5.5.2 Vypocet derivaci
Pro vypocet derivaci se pouzivaji véty o derivaci souctu, rozdilu, soucinu a podilu funkci, véty o

derivaci slozené a inverzni funkce a znalost derivaci zédkladnich elementérnich funkeci.

Pro derivaci funkei tvaru f(z)9®) (f(x) > 0) se pouziva tzv. logaritmickd derivace funkce. Zde
musime pouzit nasleduji piepis

f(x)9@) = 9(@)In f(z)

a v tomto tvaru pak derivovat podle vyse uvedenych pravidel:

( f(x)g(a:))/ _ (eg(:v)inf(:v))/ _ 9@ nf() (g(x) ‘n f(gg))’ _

1 f

_ p9(@)Inf(z) | <g’(m) ‘In f(z) 4 g(z) - D f’(@) — (@) Inf(z) <g/(x) Jn f(z) + M)
5.6 Derivace vyssich rada

Definice 5.5

1. Vlastni derivace funkce f definovana na Dy # (), Dy C Dy se nazyvéa proni derivace funkce f
nebo derivace pruvniho rddu funkce f.

2. Necht Dy» C Dy je neprazdna mnozina vSech bodu, v nichz ma funkce f’ vlastni derivaci.
Potom se funkce f”, kterd kazdému = € Dy» prfifadi ¢islo (f')'(x), nazyva druhd derivace
funkce f nebo derivace druhého tddu funkce f. Funkce f” ma defini¢ni obor Dy a znadi se

také f@ nebo 2271;



3. Nechf Dgw C Dyv je neprazdnd mnozina vsech bodi, v nichz mé funkce f” vlastni derivaci.
Potom se funkce ", ktera kazdému « € D piitadi ¢islo (") (), nazyva treti derivace funkce
f nebo derivace tietiho #idu funkce f. Funkce f” ma definiéni obor Dsm a znaci se také f©)

a3 f

nebo a3

n. Necht n > 2 a necht Dy C Dpm-1) je neprazdnd mnozina vSech bodid, v nichz ma funkce
=1 ylastni derivaci. Potom se funkce f(™), ktera kazdému z € D ¢(n-1) ptifadi éislo (f (n=1Y(z),
nazyva n-td derwace funkce f nebo derivace n-tého ¥didu funkce f. Funkce f(™ mé defini¢ni

n

. . df
obor Df(n) a znaci se také .

Definice 5.6 Derivaci n-tého radu funkce f v bodé xg € D) nazyvame funkéni hodnotu funkce
) v bodé .

Pozndmka: Jinak lze derivaci n-tého radu funkce f v bodé xy € D () opét definovat pomoci limity,
tj. jako
SO D (o + h) — f7Y ()

() () — 1
77 (wo) = Jimmy h ‘

Véta 5.9 (Leibnizovo pravidlo) Necht funkce f a g maji na mnoziné M vlastni derivace aZ do n-
tého 1ddu vcetné, n € Ny. Potom na mnoziné M plati tzv. Leibnizidv vzorec pro vypocet n-té derivace
soucinu funkci f a g, tj. plati

(5-9) M@ =3 (Z)ﬂ”—’f)(a:) 9(a)

k=0
Interpretace derivace druhého radu

e Fyzikalni interpretace
s = f(t) ...draha hmotného bodu v case t
v = f'(t) ...okamzit4 rychlost v Case t
ﬁ—;’ ...prameérné zrychleni
lima¢—0 % ...okamzité zrychleni, znaci se a(t)
tj. a(t) = f"(t) ...okamzité zrychleni je druhé derivace drahy

e Geometricka interpretace
viz kapitola Prubéh funkce

5.7 Diferencial funkce
5.7.1 Diferencial funkce v bodé

y

f(x,*h)

S (x)




Definice 5.7 Nechf je funkce f definovana na néjakém okoli U(xg) bodu z¢g € Dy. Existuje-li
konstanta a € R tak, ze plati

lim fl@o+h) = flwo) —a-h _
h—0 h

0,

fikdme, ze funkce f md v bodé xg diferencidl. Linearni funkce a-h (proménné h) se nazyva diferencidl
funkce f v bodé g a znaci se df (zo).

Véta 5.10 Funkce f md v bodé€ xq diferencidl prdve tehdy, kdyzZ md v bodeé xqy vlastni derivaci.
Pozndmka: Diferencidl df (zo) je potom dan vztahem df (zg) = f'(xo) - h.

Geometricka interpretace

Graf funkce f chceme v okoli bodu P = (zg, f(x¢)) nahradit pfimkou tak, aby obé& funkce mély
v bodé P stejnou teénu = funkci f aproximujeme tecnou ¢, tj. pfimkou o rovnici

y(x) = f(xo) + f'(20) - (x — x0)

y
Sx,th)
} Afix) =
f (xo+h) 'f (xa)
S(xy)

Prirtstek funkce (diference) Af(zg) neni roven diferencidlu funkce f v zo:

=0.

Af(xo) = flzo+ h) — f(zo) = df(zo) + R(zo+h) , kde lim R(zo +h)
——— h—0 h

chyba aprozimace
Potom lze priblizné pocitat
fzo+h) = f(xo) + df (x0) = f(x0) + f'(x0) - b
a po substituci x = x¢g + h pak

f(@) = f(xo)+ f'(wo) - (x — o) .

rovnice teény v bodé P=(zo, f (z0)

To znamena, ze v okoli bodu zy nahrazujeme skuteéné funkéni hodnoty funkce f funkénimi hodno-
tami na tecné.

Pozndmka: P¥i zapisu diferencidlu v bodé ¢asto proménnou h znaéime jako dx, tj. df (zg) = f'(x¢)-dz.

Definice 5.8 Necht je mnozina Dy neprazdné. Potom se funkce f'(z)-dx dvou proménnych « € Dy
a dzr € R nazyva diferencidl funkce f a znadi se df. Existuje-li diferencial funkce f, fikdme, ze funkce
f ma diferencidal df nebo Ze je diferencovatelnd (na D).



5.7.2 Diferencialy vyssich fada
Definice 5.9

e Diferencial funkce f se nazyva téz diferencidl pruoniho 7ddu nebo pruni diferencidl funkce f.
Znadi se df nebo d'f.

e Necht Dy» # (). Diferencial prvniho diferencidlu funkce f se nazyva diferencidlem druhého vddu
nebo druhym diferencidlem funkce f. Znaci se d*f, tj. d*f = d(df).

o Nechf n > 2 anecht D) # . Diferencial diferencilu (n —1)-ho fadu funkce f se nazyvé dife-
rencidlem n-tého 7adu nebo n-tym diferencidlem funkce f. Znaci se d"f, tj. d"f = d(d(”*l)f).

Definice 5.10 Existuje-li diferencial n-tého radu funkce f, pak rikdme, ze funkce f md diferencidl
n-tého radu d" f nebo ze je n-krdt diferencovatelnd na D yn).

Pozndmka: Diferencidlem nultého fadu rozumime samotnou funkci f, tj. d°f = f.

Véta 5.11 Necht n € Ny. Potom pro vsechna x € D) a vSechna dx € R plati
d"f(x) = [ (x) - da”

(kde dx" je zjednoduSeny zdpis pro (dx)").

5.8 Zakladni véty diferencialniho poctu

Véta 5.12 (Rolleova) Necht pro funkci f plati, Ze
a) f je spojitd na intervalu < a,b >,
b) f ma (vlastni nebo nevlastni) derivaci na intervalu (a,b),

c) f(a) = f(b).

Potom existuje alespon jeden bod ¢ € (a,b) tak, Ze f'(c) = 0.

y

Jt@)=f1b)

=\

Véta 5.13 (Lagrangeova, o stfedni hodnoté, o pfirustku funkce) Necht pro funkci f plati,
ze

a) f je spojitd na intervalu < a,b >,
b) f ma (vlastni nebo nevlastni) derivaci na intervalu (a,b).

Potom ezistuje alespori jeden bod c € (a,b) tak, Ze
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Véta 5.14 Necht f spliiuje predpoklady Lagrangeovy véty a necht navic plati, Ze f'(x) # 0 pro
vsechna x € (a,b). Potom je funkce f prostd na intervalu < a,b >.

Véta 5.15 Funkce f je konstantni na (a,b) pravé tehdy, kdyz f'(x) = 0 pro vSechna x € (a,b).

Véta 5.16 (Cauchyova, zobecnéna véta o stfedni hodnoté) Necht pro funkce f a g plati, Ze
a) [ a g jsou spojité na intervalu < a,b >,
b) f a g maji derivace na intervalu (a,b),
¢) ¢'(z) je vlastni a nenulovd pro viechna x € (a,b).

Potom ezistuje alespor jeden bod ¢ € (a,b) tak, Ze

y
Jtb)=g(b)

fa)=g(@)

= v

5.9 L’Hospitalovo pravidlo

Véta 5.17 (L’Hospitalovo pravidlo) Necht funkce f a g maji vlastni derivace na néjakém U*(c),
kde ¢ € R*. Necht ddle plati

1. budlim,_.. f(z) = lim,;_. g(z) =0,
nebo lim,_.. |g(x)| = oo (o limité lim,_.. f(x) nepredpokladame nic, ani jeji existenci)

/
2. existuje limita (vlastni nebo nevlastni)  lim f@)
a—e g'(z)

!/
Potom existuje takée limita lim f(@) a plati  lim f(@) = lim ! (a:)
e g(x) v g(a)  a—eg'(z)

5.10 Aproximace funkce

Cilem je aproximovat danou funkci v okoli zvoleného bodu pomoci jednodussi funkce, v nasem
ptipadé polynomem.



5.10.1 Diferencial

Polynomem prvniho stupné, ktery aproximuje funkci, byl diferenciél (viz vyse).
5.10.2 Taylorav polynom, Taylortv vzorec

Lepsi aproximaci ziskdme pouzitim polynomu vyssiho stupné.
Definice 5.11 Polynom P, (z) nejvyse n-tého stupné dany vztahem

/")
2

k),
Pe) =3 90— of = 0+ -0+ L@+
k=0

k!
se nazyva Tayloruv polynom n-tého stupné funkce f v bodé c.

Pozndmka: Pokud zvolime ¢ = 0, potom P,(z) ma tvar

k)
Py =3 o
k=0

a nazyva se Maclaurintv polynom n-tého stupné funkce f.

Véta 5.18 (Taylorova) Necht funkce f ma na néjakém U(c) derivace aZ do tddu (n + 1) véetné,
kde n € Ny. Potom na U(c) plati Tayloriv vzorec, tj.

) (e
fl@)y=>" / k!( )(x — )" + Ry (2)
k=0

se zbytkem R, (x), ktery lze vyjadrit

a) v Lagrangeové tvaru

Fo(E) "
Ry (z) = m(l‘ — o)t
b) v Cauchyové tvaru
(n+1)
Roe) = O e o)

kde bod & lezi mezi body x a c (pritom { #x a & #c), tj. E=c+t-(x—c), t €(0,1).

10



6 Aplikace diferencialniho poc¢tu - prubéh funnkce
6.1 Monotonie
Véta 6.1 Necht md funkce f derivaci na otevieném intervalu I = (a,b). Potom plati
a) je-li f'(x) > 0Vx €1, pak je f rostouci na intervalu I;
b) je-li f'(x) <0Vx €I, pak je f klesajici na intervalu I;
c) je-li f'(x) =0V € I, pak je f konstantni na intervalu I;
d) f(x) >0V el <= [ je neklesajici na intervalu I;

e) f'(xr) <0OVox el <= [ jenerostouci na intervalu I.

rostouct
Definice 6.1 Funkce f se nazyva Zfijgfgic{ v bodé xg € Dy, jestlize existuje U*(zo) C Dy
neklesajict
f(z) < f(zo) f(@) > f(zo)
R It S R (b by R
f(x) < f(zo) f(x) = f(zo)

6.2 Lokalni extrémy funkce

Definice 6.2

e Rekneme, Ze funkce f md v bodé zg € Dy lokdlni mazimum, jestlize existuje U*(z() takové,
ze f(xo) > f(x) Vo eU*(xo) N Dy.

e Rekneme, 7e funkce f ma v bodé oy € D ¢ lokdlni minimum, jestlize existuje U*(zg) takové, Ze
flxo) < f(x) YxelU*(zo)N Dy.

e Jestlize misto neostrych nerovnosti lze psat ostré, mluvime o ostrém lokdlnim mazimu a ostrém
lokdlnim minimu.

e (Ostré) lok. maximum a (ostré) lok. minimum se souhrnné nazyvaji (ostré) lokdlni extréemy.

y

d

N
7
. max Lmin L. max X

Véta 6.2 (Nutnd podminka existence lok. extrému) Necht md funkce f derivaci v bodé g €
Dy. Md-li funkce f v bod€ zo lokdini extrém, potom f'(xo) = 0.

Disledek: Jestlize f'(xo) # 0, pak f nemd v z( lok. extrém.

Definice 6.3 Bod zy € Dy se nazyvé staciondrnim bodem funkce f, jestlize existuje f’(zo) a plati

f’(x()) = 0

Véta 6.3 (Postacujici podminka existence lok. extrému) Necht f je spojitd v bodé xo € Dy
a necht md f derivaci na néjakém U*(xo) C Ds. Potom plati:

11



o Jestlize f'(x) > 0 na U*(xg) a f'(x) < 0 na Uf(xo), potom md f v bodé xy ostré lokdlni
mazrimum.

o Jestlize f'(z) < 0 na U*(xo) a f'(x) > 0 na Ui (xo), potom md f v bodé xy ostre lokdlni
MANIMUM.

Véta 6.4 (Postacujici podminka existence lok. extrému) Necht xg je staciondrnim bodem funkce
f a necht existuje f"(xo) a plati f"(xg) # 0. Potom md funkce f v xy ostry lokdlni extrém; navic

o je-li f"(x0) >0, md f v bodé xqy ostré lokdlni minimum,
e je-li f"(x0) <0, md f v bodé xq ostré lokdlni maximum.

Pozndmka: Body podeztelé z lokdlniho extrému jsou body, v nichz je derivace nulova a body, v nichz
derivace neexistuje.

6.3 Globalni extrémy funkce

Definice 6.4 Rikame, ze funkce f md v bodé xy € Dy globdini mazimum (resp. minimum), jestlize
f(xo) > f(x) Va € Dy (resp. f(xo) < f(z) Va € Dy).

Existence globalnich extrémt: Weierstrassova véta
Nalezeni globalnich extrémt funkce spojité na < a,b >:

1. najdeme body ”"podezielé z globalnich extrémit”
a) stacionarni body na (a,b)
b) body z (a,b), v nichZ neexistuje derivace
c¢) krajni body intervalu < a,b >, tj. body a a b
2. urc¢ime funkéni hodnoty v podeztelych bodech

3. vybereme z nich nejvétsi (— glob. maximum) a nejmensi (— glob. minimum) hodnotu

6.4 Konvexnost a konkavnost, inflexni body

Definice 6.5 Rikame, 7e funkce f je konvexni (resp. konkdvni) na intervalu I C Dy, jestlize pro
kazdé tii body x1,xe,x3 € I, 1 < z9 < z3 plati, ze bod Py = (x2, f(z2)) lezi bud pod (resp. nad)
spojnici bodt p; = (x1, f(x1)) a P3 = (x3, f(z3)) nebo na ni.

Lezi-li P» pod (resp. nad) spojnici P; a Ps, nazyva se funkce f ryze konvezni (resp. ryze konkduvni)
na I.

y

Véta 6.5 Necht md funkce f vlastni derivaci na intervalu I C Dy. Potom

o f je konvexninal <=  graf funkce f leZi na intervalu I nad tecnou sestrojenou v libovol-
ném bodé P = (xg, f(xg)), xo € I, nebo na ni

o f je konkdvninal <=  graf funkce [ leZi na intervalu I pod tecnou sestrojenou v libovol-
ném bodé P = (xo, f(x0)), o € I, nebo na ni
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Véta 6.6 Necht f je spojitd na intervalu I C Dy a md na I (vlastni nebo nevlastni) druhou derivaci.
Potom plati

a) f je konvexni na I <  f'(x)>0Vexel
b) f"(x) >0Ve el = [ jeryze konverni na I
c) f je konkdvninal << f’(x)<0Vxel

b) () <OVz el = [ jeryze konkdvni na I

Definice 6.6 Nechf f md v bodé zp € Dy vlastni derivaci. Rikdme, ze f md v xq inflezi, jestlize
existuje U*(xg) C Dy tak, Ze

f(@) > f(zo) + f'(z0) - (x — z0) Ve € U (zg) a

rovnice te¢ny v (zo,f(x0))

f(@) > f(xo) + f'(wo) - (x — o)  Va €U (xo)

nebo naopak.
Bod (xo, f(x0)) se nazyva inflexni bod funkce f.

y A

Véta 6.7 (Nutna podminka existence inflexe) Necht md funkce f v bodé xo € dy inflexi a
necht existuje (vlastni nebo nevlastni) f"(xg). Potom f"(zo) = 0.

Véta 6.8 (Postacujici podminka existence inflexe) Necht md funkce f spojitou proni derivaci
v bodé xg € dy a necht existuje U*(xo) takove, Ze Vo € U*(xg) existuje f"'(x). Meéni-li funkce f”
pri prichodu bodem xog znaménko, md funkce f v bodé xzg inflexi. Neméni-li " pFi prichodu xq
znaménko, f nemd v xg inflexi.

Véta 6.9 (Postacujici podminka existence inflexe) Necht md funkce f v bodé xg € Dy deri-
vaci druhého Fadu a necht f"(x¢) = 0. Jestlize "' (xg) # 0, pak md funkce f v xo inflexi.

Pozndmka: Body podezielé z inflexe jsou body, v nichz je druha derivace nulova a body, v nichz
druhé derivace neexistuje.
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6.5 Asymptoty grafu funkce

Definice 6.7 Necht je f definovana alespon v jednom jednostranném redukovaném okoli bodu ¢ € R.
Ma4-li funkce f v bodé c alespon jednu jednostrannou limitu nevlastni, pak se pfimka dand rovnici
x = ¢ nazyva vertikdlni asymptota (nebo asymptota bez smérnice) grafu funkce f.

Pozndmka: Vertikdlni asymptoty mohou byt pouze v hromadnych bodech Dy, které jsou body ne-
spojitosti druhého druhu.

ra X=C ra

=

c

Definice 6.8 Necht je f definovana na okoli nevlastniho bodu oo (resp. —o0). Existuje-li pfimka
p:y=kxr+q, k,qgecR, takova, zZe

lim (f(z)— (kz+q)) =0 (resp. lim (f(z) — (kz+q)) =0),

—00 T——00

Pak se tato pfimka p nazyva asymptota se smérnici v nevlastnim bodé oo (resp. —o0).

Véta 6.10 Primka p : y = kx + q, k,q € R, je asymptotou grafu funkce f v bodé oo (resp. —o0)
pravé tehdy, kdyz

b=t B0 0= i (7))
(resp. k = xEer @ q= xErPoo (f(z) = kz)).

6.6 Postup pri vySetifovani prubéhu funkce

1. Dy a zékladni vlastnosti (sudost/lichost, periodi¢nost, nulové body, kladnost/zapornost)
2. Spojitost, body nespojitosti, vertikalni asymptoty a asymptoty se smérnici

3. Derivace f’, Dy, intervaly monotomie, lokalni extrémy

4. Druha derivace f”, D¢n, intervaly konvexnosti a konkavnosti, inflexni body

5. Graf funkce f
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