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4 Parcialni derivace funkce dvou proménnych

Derivaci funkce jedné proménné jsme definovali pomoci limity. Protoze pojem limita funkce dvou
promeénnych je komplikovanéjsi nez u funkei jedné proménné, bude tomu tak i s derivaci. U funkci vice
proménnych tak nehovorime pouze o ”derivaci”, ale o tzv. parcidlnich (¢asteénych) nebo smérovych
derivacich.

4.1 Parcialni derivace prvniho fadu

Definice 4.1 Necht f je funkce dvou proménnjch definovand na mnoziné Dy C R? a necht bod (zg, yo)
je vnitinim bodem Dy.

a) Dosadime-li za y pevnou hodnotu yg, dostaneme funkci jedné proménné ¢(x) = f(z,y0). Ma-li
funkce ¢ derivaci v bodé xg, tzn. existuje-li limita

i P@ = 9(@o) . f (@ 90) = £ (0, y0)

T—x0 T — X0 T—x0 Tr — X

fikdme, ze funkce f ma v bodé (xg,yo) parcidlni derivaci podle proménné x. Znacime %(wo,yo)

nebo fI(xo,y0)-

b) Dosadime-li za  pevnou hodnotu xg, dostaneme funkci jedné proménné ¥ (y) = f(xg,y). Mé&-li
funkce 1) derivaci v bodé€ g, tzn. existuje-li limita
f(zo,y) — [ (@0, yo)

lim M — lim 7
Y—Yo Y — o Yy—Yo Y—1Yo

fikdme, ze funkce f md v bodé (xg,yo) parcidlni derivaci podle proménné y. Znacime g—g(xo,yo)
nebo f,(%o,Yo)-

Geometricka interpretace parcialnich derivaci prvniho fadu

rovina
Y=Y

A = (z0,90), f(A) = f(x0,y0) = ¢(0)
Polozme ¢(x) = f(z,y0) (tzv. z(Zeni
funkce f). Funkce p(z) je dané prisecnici
grafu funkce f(x,y) a roviny y = yo.

V bodé T = (xo,yo,f(xo,yo)) =
(0, Y0, ¢(x0)) vedeme teénu t, ke kiivce
o(z) v roviné y = yo.

Necht « je uhel, ktery svird tato tecna s
kladnym smérem osy x. Pfitom smérnice

Yy

teny je tg a a je rovna parcidlni derivaci
A . .
/< funkce f podle proménné z, tj.
y | 9()~f(x.y,) 5

tga = 8—£($oyyo)

Geometricky, uhel a udava sklon plochy f(x,y) v bodé (xg,yp) ve sméru osy x.



rovina

X=X,
A = (z0,90), f(A) = f(20,y0) = ¥ (o)
Polozme (z) = f(zo,y) (tzv. zGZeni
funkce f). Funkce ¢(x) je dana pruseénici
grafu funkce f(x,y) a roviny z = xg.

z=1fxy) V bodé¢ T = (20,90, f(20,%0)) =

(20,%0,%(y0)) vedeme tecnu t, ke kiivce
¥ (y) v roviné z = x.

x Necht g je thel, ktery svird tato tecna s
kladnym smérem osy y. Pritom smérnice
teCny je tg 0 a je rovna parcialni derivaci
funkce f podle proménné y, tj.

0
}/ tgf = 8—§($07y0)

V(y)=t(Xy,y)

Geometricky, thel § udava sklon plochy
B f(x,y) v bodé (x9,yp) ve sméru osy y.

Parcidlni derivace f. a f; funkce dvou proménnych jsou vlastné definovany jako ”obvyklé” derivace
jistych funkci jedné proménné, plati pro jejich vypocet stejna pravidla:

Véta 4.1 Necht funkce f a g maji v bodé (xg,y0) parcidlni derivaci podle proménné x. Potom také
funkce f+q, f-g a 5 (pro g(zo,yo) # 0) maji v bodé (o, yo) parcidlni derivaci podle x a plati

0 0 0
%(f + g)(x0,y0) = %f(l“o,yo) + %9(930,:1/0)

0 0 0

%(f - 9)(®0,%0) = %f(l“o,yo) - 9(wo,yo0) + f(x0, o) - %9(3307:1/0)
9 <£> (20, 90) = 5/ (20, 90) - 90, y0) = f (0, o) - F=9(w0, yo)
oz \ g ) """ 92(x0, Y0)

(posledni rovnost pro g(xg,y0) # 0). Pro parcidlni derivace podle proménné y plati analogické vztahy.

Prakticky pfi pocitani parcidlnich derivaci postupujeme tak, Ze napr. pfi vypoctu parcialni derivace
podle z povazujeme proménnou y za konstantu a derivujeme danou funkci podle x, tj. vlastné opét
pocitame derivaci funkce jedné proménné. Tim padem pouzivame stejnd pravidla a vzorce jako v
pripadé funkci jedné proménné.

Poznamka: U funkci jedné proménné plati, ze pokud md funkce v bodé xg vlastni derivaci, je v tomto
bode spogitd. U funkci dvou proménnych analogicka véta ale neplati, tzn. ze md-li funkce dvou promén-
nych vlastni obé parcidlni derivace v bodé (xg,yo), nemusi byt v tomto bodé spojitd. Divodem je to, ze
parcialni derivace davaji informaci o chovani funkce pouze ve smérech rovnobéznych se souradnicovymi
osami; v jinych smérech se funkce muze chovat velmi ”divoce”.

Definice 4.2 Nechf funkce f je definovanéd na mnoziné Dy C R? a necht Dy, # 0, Dy, C Dy je
mnozina v8ech bodi (z,y) € Dy, v nichz existuje vlastni parcidlni derivace f,(x,y). Funkce dvou
proménnych definovanad na Dy, piedpisem (z,y) — fi(z,y) se nazyva parcidlni derivace funkce f
podle proménné x a znadi se f nebo %.

Necht funkce f je definovanid na mnoziné Dy C R? a necht Dy, # 0, Dy, C Dy je mnozina
vSech bodt (z,y) € Dy, v nichz existuje vlastni parcialni derivace f,(z,y). Funkce dvou proménnych

3



definovand na Dy, ptedpisem (x,y) — f,(x,y) se nazyva parcidini derivace funkce f podle proménné

y a znaci se f, nebo %'

4.2 Derivace ve sméru (smérové derivace)

Uvazujme funkci f(z,y) a bod A = (z9,%0), ktery je vnitinim bodem Dy.

Bodem A vedme orientovanou
pfimku [ ve sméru, v némz chceme
pocitat derivaci (pfitom piimka [
neni rovnobézna ani s jednou ze
soufadnicovych os). Tuto pfimku
[ (lezici v roviné (xy)) mizeme
povazovat za prusecnici roviny (zy)
a roviny p, ktera je kolma na rovinu
(zy).

Priseénici roviny p a plochy f(z,y)
je prostorova kiivka . V bodé
T = (zo,Y0,f(20,y0)) sestrojime
teCnu ¢ ke kiivce ¥ v rovin€ p.
Kladny smér primky [ a teCna t
sviraji thel ¢. Tangens uhlu ¢ (tj.
smérnice teny t) je pak derivace
funkce f v bodé (z9,yo) ve sméru [,
tj.

of
tgp = —
gy ol (.’EO, yO)
Geometricky, tthel ¢ udava sklon plochy f(x,y) v bodé (zg,yo) v (kladném) sméru primky I.
Definice 4.3 Nechf je funkce f definovanad na néjakém okoli bodu (xg,y0) a necht [ je orientovana

primka jdouci bodem (zg,yo). Necht (z,y) je libovolny bod piimky [. Symbolem d((z,v), (zo,v0))
ozna¢me orientovanou vzddlenost bodi (x,y) a (xo,yo), konkrétné

o d((2,9), (x0,%0)) = /(z —20)? + (y —y0)? ... jdeme-li z bodu (z9,y0) do (z,y) ve sméru
orientace primky [

i d((l‘,y), (33073/0)) = —\/(l‘ - J)())2 + (y - 2/0)2 s jdeme'h z bodu (55‘0711/0) do (xvy) proti
sméru orientace primky [

Existuje-li limita (kde (x,y) se k (x,yo) blizi pouze po pfimce [)

f(x,y) — f(zo,0)
(@y)—(zoyo)i(@w)el d((z,y), (zo,v0))

pak fikdme, ze funkce f md v bodé (xg,yo) derivaci ve sméru | a tuto derivaci znacime jako %(wo, Yo)-

Véta 4.2 (vypocet derivace ve sméru) Necht f je definovdna na néjakém okoli bodu (zo,y0) € Dy

a necht md na tomto okoli spojité parcidlni derivace prvniho 7adu. Nechtl je orientovand primka jdouct

bodem (x9,yo) (v roviné (xy)) a a je uhel, ktery svird primka | s kladngm smérem osy x. Potom plati
of of of

W(J«“O,yo) = %(fﬂo,yo) - COS o + a—y(mo,yo) - sin o



4.3 Parcialni derivace vyssich radua

Parcialni derivace f, a f; jsou opét funkce dvou proménnych (x a y), takze miizeme déle pocitat
jejich parcialni derivace. Tak dostaneme parcialni derivace druhého radu:

Definice 4.4 Necht (zg,y0) € Dy,. Existuje-li parcialni derivace funkce f; podle proménné x v bodé

(z0,Y0), nazédvame tuto derivaci parcidlni derivaci druhého idu podle proménné x v bodé (z¢,yo) a
> . 52

znacime ji f2 (xg,yo) nebo 8—35};(3:0,3/0).

Existuje-li parcidlni derivace funkce f, podle proménné y v bodé (xg,yo), nazyvame tuto derivaci

smisenou parcidlni deriaci druhého Tidu podle proménnych x a y (v tomto potradi) v bodé (xo,y0) a
v/ .. 2

znacime ji f;’y(azo,yo) nebo ;x—gy(l’o,yo)-

Obdobné definujeme parcidlni derivace druhého fadu f!, a f!

yy ¢ Jyz

Analogicky jako u parciadlnich derivaci prvniho fadu zavadime pojem parcialni derivace druhého
fadu na mnoziné. To ndm pak umoznuje definovat parcialni derivace tfetiho radu atd.

Funkce dvou proménnjch mé celkem 4 = 22 parcidlni derivace druhého fadu, 8 = 23 parcidlnich
derivaci tretiho fadu, obecné 2" parcialnich derivaci n-tého radu.

Ptislusnou derivaci vyssiho fadu dostaneme prakticky postupnym derivovanim dané funkce podle
x nebo y v poradi, v jakém jsou uvedeny v symbolickém zapisu pocitané derivace. V pripadé smisenych
derivaci (tj. u derivaci, kdy derivujeme podle vice proménnych) navic obecné zdlezi na tom, v jakém
potadi podle jednotlivych proménnych derivujeme, tj. napt. derivace f;;, a fi,, jsou obecné riizné.
Véta 4.3 (O zdménnosti smiSenych parcidlnich derivaci; Schwarzova) Necht md funkce f spo-
jité smisené parcidlni derivace druhého tddu fy, a f,, v bodé (xo,yo). Potom plati
" /"
2y(20,90) = fyz(0,Y0)-

Dusledek 1 Jsou-li funkee f;, a f;, spojité, pak jsou si rovny (na priniku svych defini¢nich obort).

Dusledek 2 M4-li funkce spojité smisené parcialni derivace podle obou (vSech) proménnych az do
n-tého fadu véetné, zalezi pti vypoctu derivaci fadu mensiho nebo rovného n pouze na tom, kolikrat
derivujeme podle jednotlivych proménnych a nikoli na tom, v jakém pofadi.

4.4 Derivace sloZzené funkce

Derivace slozenych funkci mtzeme pocitat primo podle vyse uvedenych pravidel pro derivovani. Po-
kud v8ak jednu z dil¢ich funkci, z nichz je vysledna funkce utvorena nezname, musime pouzit nasledujici
vétu, tj. derivovat pouze formalné.

Véta 4.4 Necht funkce uw = u(x,y) a v = v(x,y) maji v bodé (xg,yo) parcidlni derivace prvniho
radu. Oznacme uy = u(xo,yo) a vo = v(xo,yo). Necht md funkce z = f(u,v) diferencovatelnd v
bodé (ug,vg) spojité parcidlni derivace prvnitho tadu podle proménniych u a v. Pak sloZend funkce
F(z,y) = f(u(z,y),v(x,y)) md v bodé (xg,yo) parcidlni derivace pruniho fadu podle proménnijch x a
y a plati:

oF 0 ou 0 v

5 (@0, %0) = 8—£(Uo,’vo) 5 (%0 %0) + a—i(uoﬂvo) 5 (20> Y0)
OF 0 0 0 0
a—(l‘oﬂﬁo) = 8—£(U0,UO) : 8—Z($07yo) + 8—£(U0,UO) : 8—2(1‘073/0)

Zkracené pak lze psdt
Fp=fow,+five a Fy=fiu+f v

Parcidlni derivace vysSich fadd ziskdme postupnym derivovanim a vyuzivanim vyse uvedeného
pravidla.



5 Diferencial

5.1 (Totalni) diferencial prvniho Fadu

Stejné jako u funkce jedné proménné je i u funkci vice proménnych casto vhodné nahrazovat
prirtistek funkce pomoci diferencialu, tj. pomoci pfiristku na tec¢né, resp. na te¢né roviné.

Z Uvazujme funkci dvou promén-
IR t, nych f(z,y) definovanou na ob-
t, | | S o lasti M C Dy, kterd ma v bodé

(z0,Y0) € M spojité prvni par-
cialni derivace.

Necht X = (z,y) je libovolny
bod z M, ktery je ”blizko”
bodu A = (zg, yo).

Hodnotu f(X) lze pak pfi-
blizné urcit, pokud zname hod-
noty f(A), f1(4) a f1(4).
Hodnoty f,.(A) a f,(A) jsou
smeérnice teCen ve smeéru sou-
fadnicovych os a témito tec-
nami je jednoznacné urcena
tecna rovina 7 v bodé A.

Bod Pi(X,z) lezi v tetné ro-
viné 7, bod Pa(X, f(A)) lezi v
roviné p: z = f(A).

Y, M
Pfibliznou hodnotu f(X) pak dostaneme ve tvaru

(X)) = f(A) + f(A) - (2 = m0) + f(A) - (y — o) (= F)

Hodnotu f(X) tak nahradime t¥eti souradnici bodu P, ktery lezi v te¢né roviné. Rozdil mezi touto
pribliznou hodnotou F' a funkéni hodnotou f(A) (tj. na obrazku vzdélenost bodi P, a P,) nazyvame
diferencidlem funkce f(x,y) v bodé A = (z9,yo) pro bod X = (z,y) a ozna¢ime ho df(4, X).

Definice 5.1 Necht je funkce f definovand na néjakém okoli bodu (zo,y0) € Dy. Existuji-li realné
konstanty a, b takové, ze

i @0+ dz yo +dy) — f(zo,y0) — (a-da +b-dy)

(dz,dy)—(0,0) Vdx? + dy?

fikdme, ze funkce f je v bodé (x,y0) diferencovatelnd. Linearni funkce a - dy + b- dy dvou proménnych
dx a dy se nazyva (totdlni) diferencidl funkce f v bodé (xg,yo) a znadi se df (zo,yo).

=0,

Véta 5.1 Je-li funkce f diferencovatelnd v bodé (x9,yo), pak je v tomto bodé spojitad.

Véta 5.2 Je-li funkce f diferencovatelnd v bodé (xg,yo), pak md v tomto bodé parcialni derivace
pruniho Tddu a plati a = fy(zo,y0) a b= f;(x0,v0), .

df (0, y0) = fz(20,90) - dx + fy(z0,90) - dy.

Pozndmka: Je-li funkce diferencovatelnd v kazdém bodé€ mnoziny M C Dy, ma v kazdém bodé této
mnoziny diferencial, ktery je funkci ¢tyt proménnych : x,y, dx a dy.

Véta 5.3 Md-li funkce f v bodé (xg,yo) spojité parcidlni derivace f.. a fg’/, pak je v tomto bode dife-
rencovatelnd.



Véta 5.4 Teénd rovina T plochy z = f(x,y) v bodé T = (z0, Yo, f(x0,%0)), kterd neni rovnobézind s
osou z existuje pravé tehdy, kdyz je funkce f diferencovatelnd v bodé (xg,yo). Rovnice tecné roviny v
bodé T je pak ddna vztahem

71 2(2,y) = f(zo,90) + fi(x0,90) - (x —20) + f, (0, %0) - (¥ — Yo)-

Diferencial funkce se pouziva mj. k pribliznym vypoctti hodnot funkce dvou promeénnych, kdy
skuteény prirtistek funkce je nahrazen pfibliznym pfirtstkem, tj. diferencidlem (pfirtstkem na tecné
roving):

f(xo + dx,yo + dy) = f(x0,y0) + fr(0,v0) - dz + f (20, y0) - dy

skutecnd hodnota df (z0,y0) (ptiblizny ptiristek)

priblizna hodnota

5.2 Taylorav vzorec

Stejné jako u funkci jedné proménné nam casto ani u funkci dvou proménnych nestaci jeji nahrazeni

vvvvvv

n > 1), ktery mé s funkci f v daném bodé stejnou funkéni hodnotu a také hodnoty vSech parcidlnich
derivaci az do fadu n véetné.
Pro snadnéjsi zapis Taylorova polynomu zavedeme totdini diferencidly vyssich rdda.

5.2.1 Diferencialy vyssich fada

Mé&-1i funkce f definovany druhé parciélni derivace na néjakém okoli bodu (xg,yp) a jsou-li tyto
parcialni derivace v bodé (z9, o) spojité, lze uvazovat totdini diferencidl druhého Fddu d(df) = d*f v
bodé (xo,yo), kde

d? f(zo,y0) = d (fu(zo,y0) - dz + f, (20, 0) - dy) =
= fr(z0,y0) - dz® + fi,(x0,y0) - dx - dy + fre(0,90) - dy - dx + fy,(z0,0) - dy”.

Jsou-li navic smiSené parcialni derivace spojité na néjakém okoli bodu (zg, yo), potom lze psat

& f (0, Y0) = (w0, o) - da® + 27, (x0, yo) cdotdx - dy + fyy, (o, yo) - dy®.

Existuji-li parcidlni derivace n-tého fadu funkce f a jsou-li spojité na néjakém okoli bodu (xg, yo),
potom existuje totdlni diferencidl n-tého tadu v bodé (zg,yo), ktery lze symbolicky zapsat ve tvaru

0 0 "
d" f(zo,y0) = (a—i(ﬂﬁmyo) dr + 8—5(13073/0) : dy)

pticemz provedeme-li umocnéni podle binomické véty, mocniny u parcidlnich derivaci povazujeme za
jejich tad, tj. napriklad

o o 3
d* f(z0,v0) = (a—i(ﬂﬁmyo) dr + 8—5(13073/0) : dy) =

83 3 3 3

f 3 o°f 2 o°f 2, 0°f
o3 (.1‘(), y())dl' + 38x28y (.1‘(), ’y())d.l‘ dy + 361‘02/2 (330, y())dl' dy + 82/3 (.1‘(), yO)dy
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5.2.2 Taylorova véta

Véta 5.5 (Taylorova véta) Necht ma funkce f na néjakém okoli bodu (xg,yo) spojité parcidlni de-
rivace aZ do fadu n + 1 véetné. Pak pro kazdy bod (z,y) = (xo + h,yo + k) z tohoto okoli (kde h a k
jsou redlnd ¢isla) plati Tayloriv vzorec

f(xay) = Tn(xvy) + Rn(xvy)

kde
_ / / i " 2 " " 2
To(2,y) = f(xo,y0) + (f2(x0, yo)h + £y (w0, yo)k) + 51 (faz(xo, yo)h” + 2., (w0, yo)hk + fy, (x0, yo) k™) +

1 /0"f n o f 1 of
e — [ 2L h" 4 Pl oo 2 k"
et (da:” (zo,y0)h™ + <1> da:”—ldy(xo’y()) +ot ayr (z0,%0)
je Tayloriv polynom a R, zbytek v Taylorové vzorci.

Oznacime-li h = dz a k = dy, lze Taylortv vzorec psat ve tvaru
1 1
f(zo+dz, yo +dy) = f(zo,y0) + df (xo, y0) + §d2f(330, Yo) -+ mdnf(l‘o, o) + Ry (z0 + dx, yo + dy)
nebo také jako

1 1
f(xo + dx,yo + dy) = f(wo,y0) + df (x0,%0) + §d2f(33073/0) + Ednf(l’myo)

skute¢na hodnota

priblizny prirtstek

priblizna hodnota

To znamend, ze pomoci piislusného Taylorova polynomu miizeme opét pocitat pribliznou hodnotu
zadané funkce.



