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Zakladni elementarni funkce

Za zakladni elementarni funkce povazujeme funkce:
a) exponencidlni a logaritmické;

b) obecné mocninné;

¢) goniometrické a cyklometrické;

d) hyperbolické a hyperbolometrické.

1 Exponencialni a logaritmické funkce

1. Definice Exponencialni funkce je funkce f(2) = a”,a € R, a > 0,z € R.

Podivejme se, jak se jednotlivé fukce lisi v zavislosti na exponentu z:
a) r=n,kdeneN:a"=g-a-... a.
~—
n—krat
b) x =0:a° =1.

c) x=-n,kdene€Z:a ™=

d) x:%,kde%EQ:agz P,

e) z € R\ Q: Zde je problém. Jak definovat napiiklad a™, a=V2, .2

Pro libovolné x € R existuje posloupnost {z, } racionédlnich éisel takovd, ze x,, — z. Pak existuje
lim a*» = o, a > 0, kterd nezéavisi na volbé posloupnosti {z, }. Potom definujeme a* = «.

n—oo

f) Jen pro tplnost dopliime piehled o pfipad, kdy a = 1. Potom a” = 1 pro Vx € R.

Obrazek 1: Exponencialni funkce f(z) = a”
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2. Véta (Vlastnosti exponencialni funkce)
Necht a € R, a > 0,a # 1. Potom m4 exponencilni funkce f(z) = a® tyto vlastnosti:

1) Pro z,y € R plati:
a® - a¥ = a® ",

a®
a¥

(aa:>y = a%vY,

= a,miy’

9) D(f) = R, H(f) = (0, 00) (viz Obrazek 1).

3) f je rostouci pro a > 1, klesajici pro 0 < a < 1 (viz Obrazek 1).

3. Poznamka Specidlnim pfipadem je pFirozena exponencialni funkce f(z) = e”.
Uziva se i znadeni f(x) =exp(z).

4. Definice Necht a € R, a > 0,a # 1. Inverzni funkce k f(x) = a” se nazyva logaritmicka funkce
o zakladu a. Znadi se f(z) = log, x.

5. Poznamka Nasledujici rovnosti jsou tedy ekvivalentni: y = a” < = = log, y.

f(z) =log, z,a >1

'T

f(z)=log,z,0<a<1

Obrazek 2: Logaritmické funkce f(z) = log, =

6. Véta (Vlastnosti logaritmické funkce)
Necht a € R, a > 0,a # 1. Potom ma4 logaritmicka funkce f(x) = log,  tyto vlastnosti:

1) log, (vy) = log, = + log, y,
log, & = log, x —log, v,
log, ¥ = ylog, z,

log,
log, b*

b) D(f) = (0,00), H(f) = R (viz Obrézek 2).

log, x =

¢) f je rostouci pro a > 1, klesajici pro 0 < a < 1 (viz Obrazek 2).
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7. Poznamka Specialni ptipady:
1. a = e, znacime loge = Inx ... prirozena logaritmicka funkce
2. a = 10, znacime log;, x = logz ...dekadicka logaritmicka funkce

8. Véta Pro libovolné a € R, a > 0,2 € R plati a® = ",

Dtikaz: e*lre = (el‘“a)m = a”.

2 Obecné mocninné funkce

9. Definice Necht a € R. Funkce f(r) = 2% definovana vztahem x% = e¥"? se nazjvd obecna

mocninna funkce.

Yy
-3 a>1 a=1
-2
O0<ax<l1
+ a=20
a<0
0 1 2 3T

Obrazek 3: Obecnd mocninna funkce f(z) = z®

10. Véta (Vlastnosti obecnych mocninnych funkci)
Necht a € R. Potom mé obecnd mocninnd funkce f(z) = z® tyto vlastnosti:

1) (zy)* =z -y,
(5) =%

b) D(f) = H(f) = (0,00) (viz Obrézek 3).

<P

¢) f je rostouci pro a > 0, klesajici pro a < 0 (viz Obrézek 3).
d) V nékterych specidlnich piipadech mé funkce defini¢ni obor 8irsi nez (0, c0).

Napi. f(z) = 23 ma D(f) = R.
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3 Goniometrické funkce a cyklometrické funkce

11. Definice Goniometrické funkce thlu z v intervalu (0, 27) definujeme pomoci jednotkové kruznice
(viz Obrazek 4) takto:

Znadi-li B bod na jednotkové kruznici, ktery obdrzime tak, Ze na tuto kruznici naneseme od bodu A[1, 0]
oblouk délky |z| v kladném sméru (tj. proti sméru obéhu hodinovych ruéicek) pro x > 0, resp. v zdporném
sméru (tj. po sméru obéhu hodinovych rucicek) pro x < 0, tak prvni soufadnici bodu B prohlasime za
cosz a druhou soufadnici za sin x. Tedy B|cos z, sin z].

1 cotg ©
//// \\\ ///
// \ //////
/ B
// """"""""""""""""
/ sin x |£E| te
| z |
| Cos T [A[1,0] o
\ /
\ /
N /
AN /
AN S
\\ _ /

Obrazek 4: Jednotkova kruznice

Z Obrazku 4 lze vy¢ist 1 hodnoty dalsich goniometrickych funkei thlu z, tj. tg « a cotg x, které je
také mozno vyjadrit vztahy:

sinx cosx
tg x = , cotg x = ——.
co sin
Y Yy

-1 -1

Obrazek 5: f(z) =sinx Obrézek 6: f(x) = cosx

12. Poznamka Uhel 2 miize bjt zadan ve stupiiové nebo v obloukové mife. P¥ipomefime si vzajemnou
. o _ o_ _m_
vazbu: 180° =7, 1° = 155, -

Tedy hovorime-li o oblouku délky |z|, napfiklad pro # = —30° = —%, nanasime na jednotkovou
kruznici od bodu A[1,0] délku Z = 0,523 v zéporném sméru a ziskame tak bod B [cos (—%),sin(—F)] =
4]

20 2]
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]

Obrézek 7: f(x) =tgx Obrézek 8: f(x) = cotg

13. Véta (Vlastnosti goniometrickych funkci)

. . . . oo >
1) sin?x +cos?z =1, piipomeiime, Ze plati: sin? z = (sinx)?,
tg x - cotg x =1,
sin 2x = 2sinx cos z,
2

cos 2z = cos? z — sin® .

b) D(sinz) = D(cosz) =R, H(sinz) = H(cosz) = (—1,1) (viz Obrazky 5 a 6).

¢) D(tgz) =R —{Z +km,k € Z}, D(cotg z) =R — {km,k € Z},
H(tg ) = H(cotg ) = R (viz Obrazky 7 a 8).

14. Definice Cyklometrické funkce jsou funkce inverzni k funkcim goniometrickym. Ve vsech ptipa-
dech musime zazit defini¢ni obor ptivodni goniometrické funkce na interval, ve kterém je prosta:

sinx je prostd na (—7, 5), inverzni funkci znacime arcsin z,

cos x je prosta na (0, ), inverzni funkci znaéime arccos x,

tg « je prosta na (—%, %), inverzni funkci zna¢ime arctg x,

cotg x je prostd na (0,7), inverzni funkeci znacime arccotg .
Y Y
-2 -3
-1 -2

2 -1 1 2 7
- —1 T T T
-1 2 3 7
-2 L1
Obrézek 9: f(x) = arcsinz Obrazek 10: f(x) = arccosz
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15. Pozndmka Pro x € (—7, ) jsou rovnosti y = arcsinz a = = siny ekvivalentni.

Pro dalsi goniometrické a cyklometrické funkce plati analogické vztahy.

16. Véta (Vlastnosti cyklometrickych funkci)

a) Pro x € (—1,1) plati arcsinz + arccosz = 7,

pro z € R plati arctg = + arccotg z = 7.

b) D(arcsinz) = D(arccosz) = (—1,1) ,
H(sinz) = (55, %), H(arccosz) = (0,7) (viz Obréazky 9 a 10),
D(
(

H(arctg z) = (—%, %), H(arccotg x) = (0,7) (viz Obrézky 11 a 12).

arctg ) = D(arccotg z) = R,

Y Y
-4 -4
-3 -3

g N

T3 1 2 3 a® 4 3 9 1ol 1 2 3 4f
S -1 :
L _9 -—2
L _3 r—3
L 4 - —4
Obrazek 11: f(zr) = arctg Obrazek 12: f(x) = arccotg =

Piipominky k textu a pfipadnéd upozornéni na chyby muzete zaslat na adresu: hoderova@fme.vutbr.cz
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