VII. Ciselné fady
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1 Zakladni pojmy a vlastnosti

Definice 1.1 Necht {a,}2; je posloupnost realnych ¢isel. Symbol

o0

E anp =a1+az+az+---

n=1
se nazyva nekonecnd vada redlngjch ¢isel (strucné jen nekonecnd vada nebo jen 7ada). Cisla a,, n =
1,2,3,..., se nazyvaji cleny 7ady, a, se pak nazyva n-ty clen fady; n se nazyva scitaci index.

[eS)
n=1

Pokud nemuze dojit k mylce, tak budeme misto » > ; a, pséat zkracené jen > a,.

Definice 1.2 Uvazujme fadu Y - ; a,. Posloupnost {s,}°°, kde

n=1 n=1»
S1 = ai
So = a1+ a2
S3 = a1+az+as
n
Sp = al—i-ag—i-'--an:Zai
i=1

se nazyva posloupnost édstecnyjch soucti fady Y, ay,. Déle jestlize

o lim, . s, = s € R, pak fikdme, Ze fada ) - | a,, konverguje a mé soucet s;
e lim,, . s, = £00, pak fikdme, Ze fada ) -, a, diverguje ( k £00) a mé soucet F00;
e lim, . s, neexistuje, pak fikame, ze fada Y . ;| a, diverguje ( osciluje) a nem4 soucet.

Pozndmka: U kazdé fady nastane pravé jedna z vysSe uvedenych moznosti.

1.1 Vyznacéné rady

Definice 1.3 Rada ) 2, (a1 +(n— l)d), kde a1,d € R, se nazyva aritmetickd 7ada s prunim clenem
a1 a diferenci d.

n-ty ¢astecny soucet aritmetické rady je s, = %n(al + ay)

Jestlize je alespon jedno z ¢isel a; a d rlizné od nuly, aritmetickd fada diverguje; konverguje pouze v
pripadé, ze a; = d = 0.

Definice 1.4 Rada ool iar - "%, kde a1, q € R, se nazjva geometrickd tada s pronim clenem ai a
kvocientem q.

n-ty Casteny soucet geometrické rady je s, = aj - % prog#1las,=n-aj proq=1.
Geometricka fada konverguje, jestlize
e || <1 ama soucet s =ay-
e a; =0 (¢ € R libovolné) a ma soucet 0
Geometricka fada diverguje pro |g| > 1 (a1 # 0).
Definice 1.5 Rada Y °° | L se nazjyva harmonickd rada.

n=1 n

Harmonicka fada diverguje k 4o0o0.
Definice 1.6 Rada Y o2 ;(—1)""! se nazyva Grandiho Fada.

Grandiho tada osciluje.



1.2 Zakladni vlastnosti fad

Véta 1.1 (Nutna podminka konvergence fady)

Jestlize fada Y7 | an konverguje, pak limy,_, oo a, = 0.

Pozndamka: Obracend véta neplati.

Definice 1.7 (Algebraické operace s Fadami)

9]
n=1

e Souctem, resp. rozdilem tad > o | an a Y . b, rozumime fadu Y o (an + by), resp. fadu

Dot (an - bn)'

e Ndsobkem tady >, a, a ¢isla ¢ € R rozumime Fadu > 07, (¢- ay).

Véta 1.2 Necht jsou ddny dvé tady > ay, a . b,. Necht ezistuje ng € N tak, Ze a,, = b, Yn > ng. Pak
obé tady bud konverguji nebo obé diverguji.

Véta 1.3 Necht jsou ddny dvé konvergentni fady > a, =a € R a > b, =b € R a éislo c € R. Potom
jsou konvergentni také rady > (a, £by) a D (c-ay) a plati

Z(an:tbn) = Zanian:a:{:b
Z(C-an) = C-Zan:c-a

Véta 1.4 Jestlize konverguje fada a1 + ag + -+ + an + - - -, pak konverguje také tada (a1 + a2+ -+ +
Any) + (Qpyg1 + -+ any) + (Gpyg1 + -+ ) + -+ @ 0b€ maji stejny soucet.

Poznamka: Snadno lze scCitat pouze geometrické fady. U ostatnich bychom museli postupovat podle
definice a zde by vétsinou nastal problém s nalezenim tvaru pro s,. VétSinou nam proto postaci pouze
informace o tom, zda dana rfada ma nebo nemé konecny soucet, tj. zjisténi, zda rada konverguje nebo
diverguje. Na to nam slouzi tzv. kritéria konvergence.

2 Rady s nezapornymi ¢leny

Definice 2.1 Rada ) .- a,, se nazjvé fada s nezdpornymi (resp. kladnymi) cleny, jestlize
ap >0 VneN (resp. ap >0 Vn eN).

Véta 2.1 Kazda tada s nezapornymi cleny bud konverguje nebo diverguje k oo.

Véta 2.2 Rada s nezdpornymi ¢leny konverguje pravé tehdy, kdyZ je posloupnost jejich cdstecnijch
soucti (shora) omezend.

2.1 Kiritéria konvergence a divergence

Nasledujici véty se nazyvaji kritéria konvergence a divergence tad. Kriteria davaji jak postacujici
podminky pro konvergenci a tak i postacujici podminky pro divergenci ¢iselné fady. Neni-li ani jedna
z postacujicich podminek stanovenjch v kriteriu splnéna, nelze podle tohoto kriteria rozhodnout.

Véta 2.3 (Prvni srovnavaci kritérium)
Necht > an a ) b, jsou fady s nezdpornymi éleny a necht a,, < b, pro vsechna n € N. Potom plati:

e jestlize Tada Y b, konverguje, pak konverguje také tada » . an;

e jestlize Tada Y a, diverguje, pak diverguje také tada »_ by,.



Poznamka: Jestlize a, < b, Vn € N, pak se fada ) b, nazyva majorantni fada k fadé > a, a fada
> ay se nazyva minorantni fadou k fadé | by,.

Véta 2.4 (Druhé srovnavaci kritérium)

v

Necht > an a ) by, jsou fady s kladngmi cleny a necht aZ—:l < b’g% pro véechna n € N. Potom plati:
e jestlize fada > by, konverguje, pak konverguje také tada y an;
e jestlize Tada Y a, diverguje, pak diverguje také tada »_ by,.

Véta 2.5 (Podilové - D’Alembertovo kritérium)
Necht > ay, je fada s kladngmi cleny. Potom plati:

e jestlize CLZ% <q<1VneN, pak tada > a, konverguje;
o jestlize aZ—:l >1Vn €N, pak fada Y a, diverguje.

Véta 2.6 (Limitni podilové kritérium)
Necht > ay, je tfada s kladngmi cleny a necht existuje limita

a
lim L = g e R*.

n—oo (U,

Potom plati:
e je-li ¢ <1, pak Tada ) ay, konverguje;

e je-liq > 1, pak tada > a, diverguje.

Véta 2.7 (Odmocninové - Cauchyovo kritérium)
Necht Y ay, je Tada s nezdpornymi éleny. Potom plati:

o jestlize p/a, < q<1Vn €N, pak tada > a, konverguje;
e jestlize p/a, > 1 pro nekoneéné mnoho indexi n € N, pak fada >’ a,, diverguje.

Véta 2.8 (Limitni odmocninové kritérium)
Necht > ay, je fada s nezdpornymi éleny a necht existuje limita

lim a, = q € R*.
n—oo
Potom plati:
e je-li g <1, pak tada > a, konverguje;

e je-li ¢ > 1, pak Tada > ay diverguje.

Véta 2.9 (Raabeovo kritérium)
Necht > ay, je fada s kladngmi cleny. Potom plati:

e jestlize n - (1 — aZ—:l) >q>1 pro s.v. n €N, pak fada > a, konverguje;
e jestlize n - (1 — aZ—:l) <1 pro s.v. n € N, pak tada ) a,, diverguje.

Véta 2.10 (Limitni Raabeovo kritérium)
Necht > ay, je tfada s kladngmi cleny a necht existuje limita

lim n(l— an+1) =qeR"

n— 00 ap,

Potom plati:



e je-li ¢ > 1, pak Tada ) a, konverguje;
e je-liq <1, pak tada ) a, diverguje.
Véta 2.11 (Integralni kritérium)
Necht f je redlnd funkce jedné proménné definovand na intervalu < 1,00), kterd je na tomto intervalu

nezdpornd a nerostouci. UvaZujme tadu ) ay,, kde a, = f(n) ¥Yn € N. Potom tada ) a,, konverguje
pravé tehdy, kdyZ konverguje nevlastni integral floo f(x)dx.

Poznamka: VSechna kritéria nejsou stejné silnd, tj. nepodaii-li se ndm o konvergenci/divergenci fady
rozhodnout podle jednoho kritéria, zvolime jiné. Vétsinou pfitom postupujeme od jednodussich ke

vvvvvv

Pozndmka: Existuje cela rada dalsich kritérii konvergence pro fady s nezapornymi ¢leny. Zadné z nich
v8ak neni univerzalni v tom smyslu, ze bychom podle ného mohli rozhodnout o konvergenci/divergenci
libovolné fady s nezapornymi ¢leny.

3 Rady absolutné a relativné konvergentni

Nyni budeme uvazovat fady Y a, s libovolnymi (tj. kladnymi i zdpornymi) ¢leny. Ke kazdé fadé
> a, mé pak smysl uvazovat fadu ) |a,|, tj. fadu

o0

> lan] = lar| + laz| 4 + fan| + -

n=1
Definice 3.1

e Rikdme, ze fada > a, konverguje absolutné (nebo je absolutné konvergentni), jestlize konverguje

fada > |ay|.

e Rikdme, 7e fada Y a, konverguje relativné (nebo je relativné konvergentni), jestlize fada > a,
konverguje a fada ) |a,| diverguje.

Véta 3.1 (O absolutni konvergenci) Je-li fada ) a, absolutné konvergentni, pak je také konver-
gentni.

Véta 3.2 Necht fada > a, konverguje absolutné. Pak plati

DEN

3.1 Kriteria absolutni konvergence

Vzhledem k tomu, ze > |a,| je fada s nezdpornymi ¢leny, davaji kriteria z predchozi kapitoly ihned
kriteria pro absolutni konvergenci, napf.:

Véta 3.3 (Srovnavaci kriterium) Necht ) b, je konvergentni tada s nezdpornymi cleny a Y an
rada s libovolnymsi cleny. Potom plati:

o jestlize |an| < b, Vn € N, pak > a, konverguje absolutné;

an+41

o jestlize < b’g% Vn € N, pak > a, konverguje absolutné.

Véta 3.4 (Odmocninové kriterium)
o Jestlize {/]an| < q<1VYn €N, pak > a, konverguje absolutné;

o jestlize V/|an| > 1 pro nekonecné mnoho indexi n € N, pak > a, diverguje;



e jestlize existuje limita lim,, oo V/|an| = q € R*, pak pro ¢ < 1 fada ) a, konverguje absolutné a
pro q¢ > 1 tada ) a, diverguje.

Véta 3.5 (Podilové kriterium)

o Jestlize

An4-1
an

<q<1Vn €N, pak > a, konverguje absolutné;

o jestliZe aZ—:l > 1Vn € N, pak Y a, diverguje;

= q € R*, pak pro q < 1 Tada ) a,, konverguje absolutné a

. .y . . . . . a
e jestlize existuje limita lim, o | =25

n

pro q¢ > 1 tada ) a, diverguje.

3.2 Prerovnavani rad

Definice 3.2 Necht ) a, je ¢iselnd fada a posloupnost {k,}52; je permutaci mnoziny N (tj. je to
posloupnost, v niz se kazdé prirozené ¢islo vyskytuje pravé jednou). Potom fikdme, Ze fada ) ag,
vznikla prerovnanim fady ) ay.

Véta 3.6 Necht tada ) ay, konverguje absolutné. Potom absolutné konverguje také fada . a, vznikld
prerovndnim tady > a, a plati Y ax, =Y ay.

Véta 3.7 Necht tada > a, konverguje relativné a necht s € R je libovolné ¢islo. Potom
e cxistuje prerovndni Y ay, tady > a, takové, Ze Y ax, konverguje a md soucet s;
e existuje prerovndni ) ap, Tady ) ay takove, Ze ) ayp, diverguje;

e cxistuje prerovndni ) aq, Tady ) a, takové, Ze Y a4, osciluje.

3.3 Alternujici fady

Definice 3.3 Nekoneéna ¢iselnad fada ) b, se nazyva alternugjici (se stiidavymi znaménky), jestlize
sgn b, 11 = —sgn b, pro vsechna n € N.

Alternujici fady jsou tedy tvaru

e’}
Z(—l)n_lan = a1—ay+a3—aqg+as5—ag+---
n=1

e’}

Z(—l)nan = —a1+a2—a3+a4—a5+a6—---
n=1

kde {a,} je posloupnost kladnych ¢isel.

Véta 3.8 Alternujici vada > (—1)""ta, konverguje pravé tehdy, kdyz
e {a,} je nerostouct posloupnost kladnyjch ¢isel a
e lim, .ca, =0.

Pro soucet s této rady navic plati a1 —as < s < aq.



